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关于 本 书 


本 书 深 入 浅 出 地 阐述 了 
快速 传 里 叶 变换 (FFT) 的 原 
理 ， 系 统 总 结 了 各 类 FFT 算 
法 ， 并 广泛 精辟 地 介绍 了 FFT 
和 在 视频 和 音频 信号 处 理 中 的 
各 种 应 用 。 本 书 对 FFT 的 理 
论 及 最 新 技术 提供 了 全 面 详 
三 
MATLAB 实 例 的 方式 ， 易 于 读 
者 加 深 对 概念 的 理解 。 

iA So wate Sis 
换 (DFT) 的 原理 和 性 质 之 
后 ,详细 讨论 了 时 域 抽取 
(DIT) 和 频 域 抽取 (DIF) 
的 各 类 快速 算法 。 论 述 了 近 
似 计 算 DFT 的 整数 FFT， 二 维 
RAE SFFT. dESSSJDFT 
等 原理 和 技术 。 并 详细 讨论 
了 FFT 的 应 用 ， 给 出 了 大 量 实 
例 。 每 章 之 后 附 有 小 结 、 习 
题 和 课程 实践 。 
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ASR GAB EE Aa (FFT) 的 原理 ， 系 统 地 
总 结 了 各 类 FFT 算法 ， 并 广泛 精辟 地 介绍 了 FFT 在 视频 和 音频 信和 号 处 
理 中 的 各 种 应 用 。 本 书 在 前 述 了 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 的 原理 和 性 
质 之 后 ， 详 细 讨 论 了 时 域 抽 取 (DIT) 和 频 域 抽取 (DIF) 的 各 类 快速 
算法 。 论 述 了 近似 计算 DFT 的 整数 FFT、 二 维 及 多 维 信 号 FFT, JEH 
^] DFT 等 原理 和 技术 。 本 书 还 详细 讨论 了 FFT 的 应 用 ， 给 出 了 大 量 实 
例 。 每 章 之 后 附 有 小 结 、 习 题 ， 并 附 有 课程 实践 和 参考 文献 。 

本 书 语言 流畅 、 图 文 并 成 ， 通 过 使 用 大 量 图 、 表 、 框 图 ， 为 读者 提 
供 了 直观 和 生动 的 资料 ， 并 给 出 了 最 新 的 MATLAB 程序 和 源 代码 。 本 书 
可 供 通 信 、 视 频 等 信号 处 理 领 域 的 工程 技术 人 员 、 人 研究 人 员 参 考 使 用 ， 
也 适用 于 相关 专业 本 科 高 年 级 学 生 和 研究 生 ， 以 及 教师 和 自学 者 。 
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译 者 F 


译 者 长 期 从 事 视 频 编 码 和 多 媒体 信息 处 理 领 域 的 研究 ， 每 天 都 在 和 频 域 分 析 特 
别 是 离散 余弦 变换 (DCT) 打交道 。 在 信息 领域 的 研究 人 员 心 目 中 ，DCT 的 发 明 
AZ -—K R. Rao 教授 是 学 术 界 的 泰斗 ， 儿 乎 他 的 每 一 本 书 都 凝聚 了 信息 技术 发 展 
进程 中 的 精华 ， 业 内 研究 人 员 或 许多 多 少 少 都 读 过 他 的 书 。 第 一 次 见 到 Rao 教授 是 
在 2010 年 夏天 ， 他 已 年 过 80 但 仍然 精神 村 狼 。 虽 然 经 过 了 跨 洲 的 长 途 飞 行 ，Rao 
教授 仍然 坚持 首先 进行 学 术 研 讨 ， 丝 毫 不 见 疲惫 懈 总 之 意 。 他 对 工作 认真 负责 的 态 
度 令 在 场所 有 人 加 深 了 对 他 的 敬意 。 几 天 的 学 术 交 流 结束 时 ，K. R. Rao 教授 赠送 
了 他 的 最 新 著作 《快速 傅 里 叶 变 换 . 算法 与 应 用 》， 并 委托 我 们 译 为 中 文 ， 对 此 译 
者 深 感 荣幸 。 

译 者 深 知 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 在 信息 技术 领域 的 重要 价值 。 在 数字 时 代 ， 
几乎 任何 实际 系统 都 离 不 开 频 域 处 理 ， 特 别 是 离散 傅 里 叶 变 换 (DET) 及 其 快速 实 
现 FFT。 然 而 遗憾 的 是 ， 绝 大 多 数 国内 的 相关 书籍 仅 限于 介绍 FFT 的 基本 原理 ， 很 
少 讨论 具体 的 各 类 算法 和 和 应用。 本 书 对 FFT 原理 进行 了 详尽 的 剖析 ， 详 细 地 总 结 
了 各 类 算法 ， 并 针对 应 用 提供 了 大 量 实例 。 因 此 ， 本 书 对 于 工程 技术 人 员 来 说 ， 是 
不 可 多 得 的 、 实 用 的 参考 资料 。 本 书 的 为 一 重要 价值 在 于 为 相关 课程 的 教学 提供 重 
要 参考 。“ 数 字 信 号 处 理 ” 是 通信 与 信息 领域 本 科 和 研究 生 的 重要 专业 基础 课 ， 
DFT fe FFT 是 其 中 最 核心 的 内 容 之 一 。 然 而 我 们 在 教学 工作 中 发 现 ， 学 生 对 于 FFT 
的 理解 一 直 是 个 难点 。 本 书 深入 浅 出 的 论述 和 大 量 的 MATLAB 程序 实例 将 非常 有 
助 于 读者 掌握 FFT 算法 的 实质 ， 也 为 相关 教学 人 员 提 供 了 大 量 课程 素材 。 

鉴于 以 上 原因 ， 译 者 对 本 书 进 行 了 认真 仔细 的 翻译 和 校对 ， 和 希望 本 书 的 中 文 译 
本 能 够 为 国内 读者 提供 有 力 帮 助 。 

本 书 的 翻译 工作 得 到 了 国家 自然 科学 基金 资助 (资助 号 60902081、 
60902052) 。 特 别 感 谢 以 下 几 位 同学 对 本 书 全 文 进行 了 认真 核对 ; UR, RHE, 
RMR, BH, GR, 

谨 以 本 书 的 中 译本 表达 对 K. R Rao 教授 的 深 深 敬意 ! 
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本 书 介 绍 了 快速 傅 里 时 变换 (FFT) 的 原理 ， 包 括 各 类 FFT 算法 、 频 域 滤波 及 
其 在 视频 和 音频 信号 处 理 中 的 应 用 。 

伴随 着 通信 领域 的 高 速 发 展 ， 语 音 和 图 像 处 理 及 其 相关 领域 也 正在 经 历 飞 速 发 
展 。 作 为 数字 信号 处 理 的 核心 技术 ，FFT 获得 了 广泛 的 应 用 。 因 此 ,无 论 对 于 教师 
还 是 学 生 而 言 ， 都 连 切 需要 一 本 介绍 最 新 FFT 技术 的 专著 。 

本 书 对 FFT 的 重要 性 及 其 最 新 技术 提供 了 全 面 、 详 尽 的 说 明 ， 并且 采用 了 
MATLAB 实例 和 课程 实践 这 样 的 新 颖 方式 ， 为 理解 各 类 FFT 技术 提供 帮助 。 

FFT 是 离散 傅 里 时 变换 (DET) WAXEN, DFT 是 在 数字 信号 处 理 领 域 中 应 
ww ee ee ee 
Cooley 和 Tukey 提出 的 DFT Aik!!! 到 后 来 其 他 研究 人 员 提 出 的 各 种 增强 和 改进 
法 ，DFT 理论 的 发 展 激发 和 促进 了 其 在 各 类 学 科 中 的 广泛 应 用 和 飞速 发 展 。 目 前 已 
经 涌现 出 了 许多 独立 于 Cooley - Tukey 方法 的 算法 ， 如 素 因 子 (prime factor) 算法 、 
分 裂 基 (split radix) 算法 、 向 量 基 (vector radix) HK, PA ALR (split vector 
radix) 算法 、Winograd 倩 里 叶 变 换 及 整数 FFT。 本 书 将 重点 关注 多 种 FFT 算法 ， 
如 时 域 抽 取 (decimation -in -tme) FFT, ŽAR (decimation - in - frequency ) 
FFT、 整 数 FFT、 素 因子 DFT 等 。 

在 众多 应 用 中 ， 如 双 音 多 频 检测 和 某 些 特定 的 模式 识别 ， 相 应 的 频谱 经 过 扭曲 
后 ， 非 均匀 地 分 布 在 菜 一 区 域内 。 在 这 个 基本 概念 的 基础 上 ， 我们 简要 介绍 了 非 均 
匀 离 散 傅 里 叶 变 换 (Nonuniform DFT，NDFT) ， 处 理 在 z 平 面 上 任意 间隔 采样 的 样 
本 。 相 应 地 ，DFT 对 应 于 zz 平面 上 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 上 的 等 间隔 采样 。 

许多 公司 都 提供 了 实现 FFT 的 程序 ， 以 及 类 似 卷 积 /相关 、 滤 波 、 频 谱 分 析 等 
基本 应 用 的 各 类 平台 。 并 且 许 多 通用 数字 信号 处 理 (DSP) 芯片 可 以 编程 实现 FFT 
和 其 他 离散 变换 。 

本 书 适 用 于 相关 研究 领域 内 的 本 科 高 年 级 学生 和 研究 生 ， 以 及 教师 、 工 程 师 、 
科技 工作 者 和 其 他 自学 者 ， 有 助 于 读者 理解 各 类 FFT 算法 ， 并 将 其 直接 有 效 地 应 
用 于 各 自 的 领域 中 。 本 书 可 以 作为 教材 和 参考 书 ， 书 中 的 例题 、 习 题 和 课程 实践 均 
5 MATLAB 紧密 联系 ， 有 助 于 掌握 具体 概念 。 本 书 的 参考 文献 包括 了 相关 的 书籍 、 
综述 性 论文 、 应 用 列表 、 软 硬件 及 有 用 的 网 址 。 本 书 通过 使 用 大 量 图 、 表 、 框 图 和 
图 像 为 读者 理解 快速 算法 的 概念 提供 了 直观 和 生动 的 资料 。 此 外 ， 本 书 还 提供 了 最 
新 的 MATLAB 的 命令 函数 和 程序 源 代码 。 


原 书 前 言 V 


对 本 书 的 内 容 的 理解 不 需要 任何 关于 FFT 的 先 验 知识 。 本 书 适 用 于 任何 想 要 
了 解 FFT 最 新 发 展 和 应 用 的 专业 技术 人 员 。 对 于 计划 在 本 领域 开展 工作 的 工程 技 
本 人 员 来 说 ， 无 论 其 目的 是 基本 实现 还 是 深入 研究 ， 本 书 都 是 一 本 极 好 的 参考 书 。 

这 里 本 书 的 作者 之 一 D. N. Kim 还 要 向 韩国 知识 经 济 部 (The Minstry of Knowl- 
edge E ( onomy) 家 信息 通信 产业 振兴 院 (National Information Technology (IT) 


Industry Promotion Agency, NIPA) 提供 的 IT 奖学金 项 目 致 谢 。 


本 书 结 构 


第 1 半 介 绍 了 离散 健 里 叶 变 换 (DET) 的 各 类 应 用 。 第 2 章 针 对 等 间隔 采样 信 
号 介绍 了 DFT 的 性 质 。 第 3 章 分 别 从 时 域 抽取 (DIT) 和 频 域 抽取 (DIF) 的 角度 
对 快速 算法 进行 了 分 类 介绍 并 基于 此 讲解 了 分 裂 基 算法 、 Winograd 算法 等 。 第 4 
章 讲 述 了 近似 计算 DET 的 整数 FFT。 第 5 章 将 一 维 的 DET 扩展 到 二 维 信 号 和 多 维 
fi, frr FFT 在 滤波 中 的 应 用 ， 包括 DET 域 的 方差 分 布 等 内 容 ， 并 讲解 了 如 
何 使 用 DET 矩阵 对 角 化 循环 和 矩 阵 。 第 6 章 讲 述 了 二 维 DFT 的 快速 算法 。 第 7 BEST 
绍 了 对 非 均 匀 步 长 采样 信号 进行 非 均匀 离散 傅 里 时 变换 (NDFT) 的 性 质 。 第 8 38 
给 出 大 量 FFT 的 应 用 。 附 录 A 给 出 了 各 种 离散 变换 的 性 能 对 比 。 附 录 B 给 出 了 图 
像 质 量 的 谱 距 离 测 量 。 附 录 C 介绍 了 整数 离散 余弦 变换 (Int DCT). Boe D 介绍 
T DCT (离散 余弦 变换 ) 和 DST (离散 正弦 变换 )。 附 录 下 简要 介绍 了 克 罗 内 克 
(Kronecker) 乘积 及 可 分 离 性 。 附 录 下 详细 介绍 了 相关 的 数学 关系 式 。 附 录 G AH 
分 别 介绍 了 MATLAB 基础 知识 和 一 些 算法 的 MATLAB 实现 。 人 参考 文献 包括 了 一 系 
列 参 考 书籍 、 综 述 性 论文 、 软 硬件 资料 和 相关 网 址 。 本 书 每 一 章 最 后 均 给 出 大 量 习 
fal REESE EK o 
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Audio Coder 音频 编 公 希 (如 AC2, AC3) 

(FCC) Advisory Committee on Advanced Television Service (美国 联 
邦 通 信 委 员 会 ) TOUE HE LIRA Va Ze D 

Association for Computing Machinery (F) 计算 机 协会 

Asymmetric Digital Subscriber Loop/line 非 对 称 数字 用 户 环 路 / 线 
Audio Engineering Society (F) 音频 工程 师 学 会 

Artificial Neural Network ”人 工 神 经 网 络 

American National Standards Institute ( 美 ) 国家 标准 学 会 

(IEEE) Asia - Pacific Conference on Circuits And Systems (IEEE) 电 
路 与 系统 亚太 地 区 会 议 

Application Specific Integrated Circuit 专用 集成 电路 

Adaptive Spectral Perceptual Entropy Coding (of High Quality Music Sig- 
nals) (AREER RJ) AEAEE A A Sh 

Acoustics, Speech and Signal Processing ”声学 、 语 首 和 信号 处 理 
Adaptive Transform Coding 目 适 应 变换 编码 

Adaptive Transform Acoustic Coding ”和 目 适应 变换 声学 编码 

(R) 先进 电视 制式 委员 会 
Advanced Video Coding ”高 级 视频 编码 (ERÈ), MPEG -4 AVC 
(MPEG -4 第 10 部 分 ) 

Audio Video Standard 首钢 频 标 准 

Bit Error Rate IRIB (或 误 比 特 率 ) 

Butterfly SIZ 

Binary Fourier Representation 二 进 制 傅 里 叶 表 示 

Band Pass Filter iH YEW AS 

Bit Reversed Order ”比特 倒序 

Basis Vector dk [n] Œ 

Circuits And Systems 电路 与 系统 

Complex BIFORE Transform 42 BIFORE 变换 
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tions) (法 国 ) 无 线 电 广播 和 电信 公共 人 研究 中 心 

Compact Disc ”光盘 

Code Division Multiple Access 体 分 多 址 

Consumer Electronics ”消费 类 电子 产品 

Code - Excited Linear Prediction ” 公 激 励 线 性 预测 (编码) 
Continuous Flow 连续 流 

Common Factor Algorithms” 公 因子 算法 

Conjugate Gradient FFT — dg P$ FFT 

Custom Integrated Circuits Conference ”定制 集成 电路 会 议 

Center For image Processing Research ”图像 处 理 研 究 中 心 

Cosine Modulated Filter Bank 余弦 调制 滤波 此 库 

Coder and Decoder $m f as 

Coded Orthogonal Frequency Division Multiplex ”编码 正 交 频 分 复 用 
Circulant Matrix IRIE RE 

Compression Ratio ”压缩 比 

Chinese Reminder Theorem 中国 剩余 定理 

Circuits And Systems for Video Technology 视频 技术 电路 与 系统 
Distributed Arithmetic ”分布 式 计算 

Digital Audio Broadcasting ”数字 首 频 广播 

Digital Compact Cassette ”数字 (小 型 ) AIRE 

Discrete Cosine Transform ”离散 余弦 变换 

Demultiplexer fit 4 Hizs 

Decision Feedback ”判决 反馈 

Discrete Fourier Transform =% PR E M Ar h 

Discrete Hartley Transform EUA fr AeA HR 

Draft International Standard ”国际 标准 草案 

Discrete Multitone (Modulation) 离散 多 频 音 (调制 ) 

Disc Operating Systems “磁盘 操作 系统 

Discrete Orthogonal Transform ”离散 正 交 变换 

Differential Pulse Code Modulation 差分 脉冲 编码 调制 
Decomposition Partial Transmit Sequence “分 解 部 分 传输 序列 
Digital Signal Processing/Processor ”数字 信号 人 处理 /数字 信号 人 处理 六 
Discrete Sine Transform ”离散 正弦 变换 

Dual-Tone Multifrequency 双 首 多 频 (DTMF 信号 /音调 应 用 于 电话 
角 控 按键 ) 


Discrete Trigonometric Transform ”离散 三 角 变 换 
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Digital Video Broadcasting Standard for Terrestrial ( Transmission, Using 
COFDM Modulation) (使 用 COFDM 调制 进行 ) 地 面 (传输 的 ) Be 
字 视 频 广 播 标准 ， 简 称 地 面 无 线 

Digital Video/ Versatile Disc “数字 视频 光盘 /数字 通用 光盘 

Discrete Wavelet Transform ”离散 小 波 变 换 

( Biennial) European Conference on Circuit Theory and Design 欧洲 电路 
理论 与 设计 ( 双 年 ) 会 

Electrical Design News 电气 设计 新 闻 

Electrical Engineering Conference (of Thailand ) 
2t 

Electroencephalograph ” 脑 电 图 仪 
Electrocardiograph， 叉 写 为 ECG 心电图 仪 
Electromagnetic Compatibility ( IEEE transactions on) (IEEE) B fait 
X CLA) 

European Association for Signal Processing 欧洲 信号 人 处理 协会 
European Signal Processing Conference 欧洲 信号 处 理会 议 

Frequently Asked Questions 和 常见 问题 


(REH) 电气 工程 


The Federal Communications Commission (XE) 联邦 通信 委员 会 
Tos [8 B ap ART 

Finite Impulse Response 有 限 脉冲 啊 应 

Fast Multipole Method ”快速 多 极点 方法 

Field Programmable Gate Array 现场 可 编程 门 阵列 

Finite Radon Transform 有限 radon 变换 

e FBS YI FRED JE 

Finite Ridgelet Transform AIRAA 
文件 传输 协议 
Fast Uniform Discrete Curvelet Transform 
Fixed Point FFT 定点 FFT 

Generalized Discrete Fourier Hartley Ttransform 广义 离散 傅 里 时 哈 特 
六 变换 

Generalized DFT 广义 DFT 

(IEEE) Global Experiment Communications Conference 
验 电信 会 议 

Geometrical Zonal Sampling J CX SRF 

指 一 种 通过 电话 线路 进行 视频 通信 的 编码 标准 


Fast Fourier Transform 





Fidelity Range Extensions 


Frequency Shift Keying 
File Transfer Protocol 
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HDTV 
HPF 

HT 
HTTP 
HVS 

Hz 
IASTED 


IBM 


IC 


ICA 


ICASSP 


ICC 


ICCE 


ICCS 


ICECS 


ICIP 


ICME 


ICSPAT 


IDFT 


IEC 


IEEE 


IEICE 


IFFT 


IGF 
IJG 


"p "BR w WI 


High - Definition Television 高清 电视 

High Pass Filter 高 通 滤波 器 

Hadamard Transform MAHA H 

Hyper Text Transfer Protocol 超 文 本 传输 协议 

Human Visual Sensitivity 人 类 视 党 敏感 度 

Hertz Cycles/sec, or Cycles/meter 和 医 北 ， 周 期 / 秒 ; 或 周期 / 米 

The International Association of Science And Technology for Development 
国际 科学 技术 开发 协会 

International Business Machines 

Integrated Circuit 集成 电路 

Independent Component Analysis ”独立 成 分 分 析 

(IEEE) International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Pro- 

cessing (IEEE) 国际 声学 、 语 音 与 信号 处 理会 议 

(IEEE) International Conference on Communications (IEEE) 国际 通 

信 会 议 

(IEEE) International Conference on Consumer Electronics (IEEE) H 

际 消费 类 电子 产品 会 议 

(IEEE) International Conference on Circuits And Systems (IEEE) H 

际 电路 与 系统 会 议 

International Conference on Electronics, Circuits and Systems [y FB, 

子 、 电 路 与 系统 会 议 

(IEEE) International Conference on Image Processing (IEEE) 国际 

图 像 处 理会 议 

(IEEE) International Conference on Multimedia And Expo (IEEE) Ej 

际 多 退 体 、 展 览 会 议 

International Conference on Signal Processing Applications and Technolo- 

gy 国际 信号 处 理应 用 与 技术 会 议 

Inverse DFT DFT 反 变 换 

International Electrotechnical Commission ”国际 电工 委员 会 

Institute of Electrical and Electronics Engineers 美国 电气 与 电子 工程 

师 学 会 

Institute of Electronics, Information and Communication Engineers (日 ) 

电子 学 、 信 息 与 通信 工程 师 学 会 

Inverse FFT FFT RÆK 

Inverse Gaussian Filter WR EE at 

Independent JPEG Group 独立 JPEG 组 
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IRE 
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JPEG 
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MD 
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Inverse LPM (log polar mapping) — 逆 对 数 极 坐 标 映 射 

( IEEE ) Instrumentation and Measurement Technology Conference 
(IEEE) 仪表 与 测量 技术 会 议 
Integer FFT KEAN FFT 
Image Processing/ Intellectual Property ”图像 处 理 / 知 识 产权 
Institute of Radio Engineers ”美国 无 线 电 工程 师 学 会 ( 现 改 名 为 
IEEE) 
The Society for Imaging Science and Technology 成 像 科学 与 技术 学 会 
(IEEE) International Symposium on Circuits and Systems (IEEE) 国际 
电路 与 系统 研讨 会 

(IEEE) International Symposium on Communications and Information 
Technologies (IEEE) 国际 通信 与 信息 技术 人 研讨 会 
Integrated Services Digital Network ”综合 业务 数字 网 
International Organization for Standardization ”国际 标准 化 组 织 

( IEEE International Symposium on) Intelligent Signal Processing and 
Communication Systems (IEEE) 国际 智能 信号 处 理 与 通信 系统 (UU 
讨 会 ) 
Information Theory 信息 论 
Joint Photographic Experts Group ”联合 图 像 专家 组 
Journal on Selected Areas in Communications ( IEEE ) 
选 题 期 刊 
Joint Technical Committee ”联合 技术 委员 会 
Karhunen - Loéve Transform FRÆ, WER K-L 变换 
Local Area Networks — 局域网 
Low Complexity 低 复 杂 度 
Least Mean Square ”最 小 均 方 
Lexicographic Ordering ”字典 排序 
Low Pass Filter {Mi JE X AR 
Log Polar Mapping 对 数 极 坐标 映射 
Left Point of Symmetry 左 对 称 点 
Least Square, lifting Scheme “最 小 二 次 方 ， 提 升 方案 
Linear Shift linvariant 线性 移 不 变 
Look Up Tables Æ% 
Long Window Kf 
Multichannel Carrier Modulation: YX Ec 48 1 Val ill 
MiniDisc ”微型 碟 片 











(IEEE) 通信 


MSB 
MUSICAM 


MUX 
MVP 
MWSCAS 


NAB 
NBC 


NMR 
NNMF 
NTC 
OCF 
OEM 
OFDM 
ONB 
PAC 
PAMI 
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Modified Discrete Cosine Transform WMHS ARIZA 
Modified Discrete Sine Transform ”改进 离散 正弦 变换 
Maximum likelihood/Multiplierless ”最 大 似 然 /无 乘法 
Maximum length Sequence 最 大 长 上 度 序列 

Modulated Iapped Transform ”调制 重合 变换 
Minimum Mean Square Error 最 小 均 方 误差 

The Method of Moments 4B rg TA 

Million Operations Per Second 百 万 次 运算 / 秒 

Mean Opinion Score 平均 主观 评分 

Model Output Variable ”模型 输出 变量 

Moving Picture Experts Group 运动 图 像 专家 组 
Mixed Radix 混合 基 

Magnetic Resonance Imaging 核磁 共振 成 像 
Millisecond 22% 

Mid/Side, Middle and Side, or Sum and Difference 
与 差分 


Most Significant Bit ”最 高 有 效 位 





中 / 边 ， 或 求 和 


Masking Pattern Universal Subband Integrated Coding and Multiplexing 
(MPEG -1 Level 2, MP2) ”掩蔽 码 型 通用 子囊 综合 编码 与 复 用 
(MPEG -1 Level 2, MP2) 

Multiplexer 42 FA dt 

Multimedia Video Processor 多 媒体 视频 处 理 需 

Midwest Symposium on Circuits and Systems ”中 西部 地 区 电路 与 系统 
UNE 


National Association of Broadcasters 





(35) 全 国 广播 工作 者 协会 
Nonbackward Compatible (With MPEG -1 Audio) dE/smpa zm (B 
有 MPEG - 1 音频 ) 

Noise -to - Mask Ratio [RHEE 

Nonnegative Matrix Factorization | 3E f XB [4 7) ff 

(38) 全 国 通信 会 议 
Optimum Coding in the Frequency Domain 频 域 最 住 编 码 
Original Equipment Manufacturer 原始 设备 制造 阐 

Orthogonal Frequency - Division Multiplexing ” 正 交 频 分 复 用 
Orthonormal Basis” 正 交 基 

Perceptual Audio Coder 感知 音频 编码 退 

Pattern Analysis and Machine Intelligence Fert) HT APL ss RE 


National Telecommunication Conference 


XX 


PAPR 
PC 
PCM 
PDPTA 


PE 
PFA 
PFM 
PoS 
PQF 
PR 
PRNG 
PS 
PSF 
PSK 
PSNR 
QAM 
QMF 
QPSK 
RA 
RAM 
RELP 
RF 
RFFT 
RI 
RMA 
RPI 
RPOS 
R-S 
RST 
SDDS 


SEPXFM 


SIAM 
SiPS 
SMPTE 
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Peak -to — Average Power Ratio 峰值 与 平均 功率 比 

Personal Computer 个 人 计算 机 

Pulse Code Modulation 脉冲 编码 调制 

(International Conference on) Parallel and Distributed Processing Tech- 
niques and Applications 国际 并 行 与 分 布 式 处 理 技术 及 应 用 (会 议 ) 
Perceptual Entropy 感知 燃 

Prime Factor Algorithm 这 因子 算法 

Prime Factor Map RAKT PRAY 

Point of Symmetry 对称 点 

Polyphase Quadrature Filter C& HIE 2578 D $8 

Perfect Reconstruction ”完美 重建 

Pseudorandom Number Generator — ABE PLZ Æ 4% 

Parallel to Serial Converter 并 联 — 串联 转换 天 

FAD HACER 

Phase Shift Keying ” 相 移 键 控 

Peak -to - Peak Signal -to 一 Noise Ratio I4 — IE (Ei fri i Et 
Quadrature Amplitude Modulation ” 正 交 幅度 调制 

Quadrature Mirror Filter IE 20 (RUE Was 

Quadrature Phase — Shift Keying | IEAZ HA? BETA 

指 Radon transform, Radon ”变换 

Random Access Memory [@HL4F BUE fit as 

Residual Excited linear Prediction ”余音 激励 线性 预测 

Radio Frequency “射频 

Real valued FFT ”实数 型 FFT 

Ridgelet transform AA 

Royal Military Academy (of Belgium) ( 比 ) 旺 家 陆军 军官 学 校 
Rensselear Polytechnic Institute (F) PRHE 

Right Point of Symmetry SE ER 

Reed Solomon ”里 德 所 罗 门 

Rotation, Scaling and Translation 旋转、 缩放 和 转变 

Sony Dynamic Digital Sound ”索尼 动态 数字 伴 首 系统 

指 Stereo — Entropy - Coded Perceptual Transform Coder — v Fs ig fi 
感知 变换 编码 条 

Society for Industrial and Applied Mathematics ”工业 与 应 用 数学 学 会 
Signal Processing Systems ”信号 处 理 系统 


Society of Motion Picture and Television Engineers 


Point Spread Function 

















运动 图 像 与 电视 工 


SMR 
SNR 
SOPOT 
SP 

S/P 
SPIE 


SPS 
SR 
So 
SSST 


STBC 
SW 
TDAC 
T/F 
UDFHT 


USC 
VCIP 


VCIR 
VLSI 
VSP 
WD 
WHT 
WLAN 
WMV 
WPMC 


2j go à XXI 


程 师 学 会 

Signal -to - Mask Ratio 信和 掩 比 

Signal to Noise Ratio {RER EE 

Sum - of - Powers - of -Two 2 的 和 此 和 

Signal Processing ”信号 处 理 

Serial to Parallel Converter HK — 并 联 转换 各 
Society of Photo — optical and Instrumentation Engineers 
相 设备 工程 师 学 会 

Symmetric Periodic Sequence ”对 称 周期 序列 

Split Radix Ay Be 

Spread Spectrum $ jii 

Southeastern Symposium on System Theory ( 美 ) 东 南部 地 区 系统 论 研 
讨 会 

Space - Time Block Code 空 时 分 组 人 三 

Short Window %8 ff 

Time Domain Aliasing Cancellation AY EWR THTH 

Time -to - Frequency 时 域 — 频 域 

Unified Discrete Fourier - Hartley Transform E — E EUR EIF — 哈 特 
六 变换 

University of Southern California (Æ) AIIN K 

(SPIE and IS&T) Visual Communications and Image Processing 


(SPIE 与 IS&T 主办 的 ) 国际 视觉 通信 与 图 像 处 理会 议 

Visual Communication and Image Representation 视 党 通信 与 图像 表示 
Very large Scale Integration 超大 规模 集成 电路 

Vector Signal Processor  [H] && fri Ab bog 

Working Draft 工作 草案 

Walsh - Hadamard Transform Y/R {> - 哈达 玛 变 换 

Wireless LAN ”无线 局 域 网 

Window Media Video 微软 操作 系统 的 视频 文件 格式 

International Symposium on Wireless Personal Multimedia Communica- 


tions ”国际 无 线 个 人 多 媒体 通信 人 赋 讨 会 


(Fe) 光学 照 
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Tg fi FB. np A (Fast Fourier Transform, FFT) LATE 是 离散 傅 里 时 变换 
(Discrete Fourier Transform, DFT) [A42] ARK, DET 是 数字 信号 处 理 领域 中 应 
用 最 为 广泛 的 离散 变换 。DFT 将 一 个 序列 x(n) 映 射 到 频率 域 。DFT 的 许多 性 质 都 
与 对 模拟 信号 进行 传 里 叶 变换 的 性 质 相 同 。DFT 最 初 是 由 Cooley 和 Tukey ^U 提出 
的 ， 后 续 的 许多 研究 人 员 对 其 进行 了 增强 和 改进 (其 中 有 不 少 是 针对 于 特定 的 软 
便 件 系统 ) 。DIT 的 发 展 激发 和 促进 了 其 在 各 类 学 科 中 获得 广泛 应 用 和 飞速 发 展 。 
目前 ， 已 经 渭 现 了 许多 独立 于 Cooley — Tukey 方法 的 算法 如 素 因 子 (prime factor ) 
Fr | B29, Aa? 4E ( split radix ) 算法 tSR1,09,A12,A42] 、 问 量 苛 (vector radix) ÍA 
pec MBA 、 分 裂 回 量 基 ( split vector radix ) 算法 LSDS1,SR2 ,SR3 | 、Winograd Ji FB pr 23s 
换算 法 (WEFTA) LA5 -7 等 。 许 多 公司 在 各 自 的 平台 上 提供 了 实现 FFT 及 其 相关 
应 用 的 软件 ， 如 卷 积 /相关 、 滤 流 、 频 谱 分 析 等 。 并 且 ， 通 用 数字 信号 处 理 需 
(Digital Signal Processor, DSP) 忆 片 可 以 编程 来 实现 FFT 和 其 他 离散 变换 。 

本 书 第 2 章 定 义 了 DFT 及 其 反 变 换 ( 即 IDFT) ， 并 详细 讨论 了 它们 的 性 质 。 
之 后 介绍 了 与 之 相应 的 快速 算法 的 发 展 。 从 本 质 上 说 ，DFT 和 IDFT 的 快速 算法 是 
完全 相同 的 。DFT 是 复 运 算 ， 具有 正 交 性 和 可 分 性 。 正 是 由 于 其 所 具有 的 可 分 性 ， 
从 一 维 DFT/IDFT 扩展 到 多 维 DFT/IDFT 十 分 简单 易 行 。 多维 DFT/IDFT 可 以 通过 
使 用 一 系列 的 一 维 DFT/IDFT 实现 。 当 然 ， 在 具体 的 实现 中 采用 了 快速 算法 ， 以 减 
少 存储 、 计 算 的 复杂 度 和 有 限 字 长 运算 引起 的 舍 人 /截断 误差 。 对 于 实数 数据 序列 ， 
计算 复杂 度 可 进一步 降低 。 人 快速 算法 的 其 他 优点 还 包括 递归 (意味 看 不 同 规模 的 
DFT 和 IDFT 可 使 用 同一 算法 实现 ) 和 模块 化 。 而 且 ， 通 过 对 不 同 算 法 的 灵活 组 
合 ， 可 以 产生 最 优 的 方法 。 对 于 某 些 特定 算法 ， 无 需 信 助 一 维 算法 也 可 以 直接 实现 
二 维 DFTZIDFT'^” 。 在 本 书 的 最 后 ， 给 出 了 大 量 算 法 和 应 用 的 参考 文献 。 


















































1.1 离散 健 里 叶 变 换 的 应 用 


离散 傅 里 时 变换 的 应 用 十 分 广泛 。 快 速 傅 里 时 变换 及 其 反 变 所 (FFT/IFFT) 
算法 (包括 人 硬件 和 软件 算法 ) 的 发 展 加 速 了 各 类 应 用 的 出 现 。 下 面 给 出 一 些 例 子 : 

e 阵列 天 线 分 析 

e 日 相关 和 互相 关 
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e Chirp Z 4E 

e IR 

e 卷 积 信号 的 分 解 

e 心电图 和 脑 电 脑 仪 ( Electrocardiograph 和 Electroencephalograph, EKG 和 
EEG) 的 信号 处 理 

e URW SE 

e 滤波 如 模拟 

。 科学 鉴定 学 

e 全 里 时 光谱 学 

e 图 像 分 形 编码 

e 频 移 键 探 (Frequency Shift Keying, FSK) 解 调 

e 广义 频谱 和 同形 滤波 

e MZ FH 

e 图 像 质 量度 量 

e 图 像 配 准 

e 内 插 和 抽取 

e 线性 预测 

e 最 小 均 方 (Least Mean Square, LMS) Hig WIE 

e 通过 FFT 实现 MDCT/MDST (FELL AC -3 [音频 编码 器 ，5. 1 环绕 声 道 ]， 

DVD, MPEG -2 AAC | 高 级 音频 编码 ] ，MPEG -4 音频 | > 64Kbit/s | ) 

e 核磁 共振 成 像 

e 运动 预测 

e 多 路 载波 传输 

e 多 频率 检测 

e 多 时 间 序 列 分 析 及 滤波 

e AVE 

。 差分 方程 的 数值 求解 

e 下 交 频 分 复 用 (Orthogonal Frequency - Division Multiplexing, OFDM) 调制 

e 光 信 号 处 理 

e 模式 识别 

e 其 于 相位 相关 的 运动 预测 

e 医学 成 像 中 的 相位 相关 (Phase Only Correlation, POC) 

e 能 量 频谱 分 析 

e 相 移 键 控 (Phase Shift Keying, PSK) 分 类 

e 音频 编码 的 心理 声学 模型 

e 雷达 信号 处 理 











号 描述 和 辨别 
声 纳 信号 处 理 
频谱 预测 
语 首 加 密 
语音 信号 处 理 


语音 声 谱 网 


H 展 频谱 

表面 纹理 分 析 

视频 /图 像 压 缩 

水 印 

维 纳 滤 波 ( 图像 去 品 ) 
二 维和 三 维 图 像 旋转 
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2.1 定义 


SEM AR (DFT) 及 其 反 变 换 (IDFT) 定义 如 下 。 
2.1.1 DFT 


N-1 
XF(k) = M x(n) Wi k 20,1, ,N- I NA^ DFT ARM (2. 1a) 
n=0 
—)27 
Wy =exp ( x 


Wi” = exp | | -ET Jin] 


式 中 ,x (n) 是 一 个 均匀 采样 序列 , n=0, 1, +, N-1; TAREE HP; Wy = 








exp( -j2T/N) gz 1 AY N RIR; X Ck) HP k^ DET AW, k=0, 1, =, N- 
1; j2 V - lo 
2.1.2 IDFT 
pe 
x(n) = 六 XE (k) Wy n=0,1,::,N-1 HN 点 采样 数据 (2. 1b) 
k 


=0 
(Wr) * Ww." =exp [(j2m/N)kn] | e*?? = cos 0 + jsin0 
cP, bbs <” [OR HAAR DET 的 变换 对 可 以 使 用 下 式 表 示 : 
x(n)eX* (k) (2.2) 
XX (2.1b) 中 的 归 一 化 因子 1ZNV 可 以 平均 分 配 在 DFT 4I IDFT 中 (此 时 称 为 
归 一 化 DFT) ， 也 可 以 全 部 放 在 DFT 运算 中 。 


2.1.3 归 一 化 DFT 
正 变换 


N-1 
XF(k) = ioo" k 20,1,--, N-1 (2.3a) 
n=0 
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po ] 4 
~ LY x(n) y; s0 iN] (2. 3b) 
x(n) 万 之 (hk) Wy n 
或 者 与 为 
正 变换 
Dv — j27kn 
F — J = -— 2 
XB = y à one [LET k20,,-«,N-1 (2.4a 
MAR 
N-1 
x(n) = Y. X (o) exp (PT) n 20,1,:-,N -1 (2. 4b) 
k =0 N 


AX (2.1). X (2.3) , X (2.4) 中 定义 的 DFT/IDET 是 等 价 的 。 为 保持 一 
致 性 ， 我 们 使 用 式 (2.1) 的 形式 , B 











N-1 
DFT X'(k) = > x(n) | cos ^7 L — jsin ED k =0,1,°°°-,N-1 
n=0 N N 
(2.5a) 
DN 2mk 
IDFT x(n) = woe TCD [cos 2972 ET d ee E 
(2. 5b) 


x (n) FIL X (有 ) 均 为 长 度 为 NN 的 序列 。 
x(n) -[x(0),x(1) ,--,x( N -1) ]! N 点 数据 问 量 
(Nx1) 
X' (k) S[XF(0),XF (1) ,--,XF(N-1)]T. WN 点 DET 向 量 
(Nx1) 
—-j2T Y 
NP [e 1 的 NN 次 根 
WE, = Wimod N 


式 中 ，hmod N=kmodulo N， 表 示 (A/N) 的 余数 。 例 如 ，23mod 5 =3 (因为 全 = 





442), KALE T RAHM. 





Y, Wh = 0。 所 有 个 根 均匀 分 布 在 以 
原点 为 中 心 的 单位 圆 上 ， BB 1 的 六 个 根 之 和 为 





0 d Y Wt =0 ( 见 图 2.1) 。 一 般 情况 下 ， 当 
k=0 





= AAR E A ZS 
p 为 整数 时 ， 有 Y wre " N8( p), 图 2.1 1 的 8 个 根 均 匀 分 布 在 z 
k -0 平面 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 上 
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下 面 讨 论 Z 变换 与 DFT 的 关系 。 
2.2 Z 变换 


N-1 
A) = Y x(n)z" (2. 6a) 
n=0 
4f, = 地 为 采样 速率 (单位 为 每 秒 采样 点 数 ) ,或 者 了 = 二， 即 采样 间隔 (单位 为 
s), W 
| N-1 7 
X(el*! ) = > x(n) exp mu (2. 6b) 
n =0 S 


此 式 表 示 X(z) 在 z 平 面 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 上 的 取 值 。 
通过 对 单位 圆 进行 等 间隔 采样 ， 式 (2.6b) 可 表示 为 


N-1 
X'(k) = > x(n) exp [47] k-20,1,--, N-1 (2.7) 
n -0 


AP, kN. 
x(n) Bj DFT 实际 上 是 x(n) 的 2Z 变换 在 单位 圆 上 的 等 间隔 采样 (DLE 2.3). 








X"(k) Am | x(n) | FERRY f = kf. /N 时 的 DFT, k=0, 1, =, N-1, WRI 
OUR, TETRA, K x(n) 的 最 高 频率 系数 为 Xr (D), an p= w 





mw, “4 N=100, T=lps Hf, f=1MHz， 频 域 分 状 率 所 为 10*Hz， 最 高 频率 分 量 为 
0.5MHz ( 见 图 2.2 ~ 图 2.4)。 





OCf) XY 
XAF KO] 
=|X(f)|ZO(f) 0 f -0.5MHz 0| 0.5MHz f 
DE IR eR t 
6(-f)--GCf) 
Olf) 


[DFT {x (j]-X*(4) 
MRE 








图 2. 2 人 /2 ARRE 
频 域 分 辩 率 为 


1 1 
Jo ENT T, 


f. 
E: (2.8) 
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AF, TR = NT， 为 记录 长 度 。 对 于 一 个 给 定 的 Y， 可 以 看 出 频 域 分 辨 率 妨 和 时 域 
分 辨 率 了 之 间 具 有 反比 的 关系 。 需 要 注意 的 是 ，x*(z) 可 以 是 空间 均匀 采样 序列 ， 


此 时 7 的 单位 为 m,， f= 元 表示 每 米 采样 点 的 个 数 。 


DET 的 周期 性 如 图 2.3 所 示 。 当 我 们 追踪 z 平 面 单位 圆 上 的 等 间隔 采样 点 


X (有) 时， 每 绕 单位 圆 一 周 ，DFT 都 会 循环 一 次 。 因 此 


jim 







以 原点 为 中 
心 的 单位 加 Qer = 平面 
b: A 







de, f — 0, fs 


fs-VT 
T= Ius 
= 时 域 分 辨 率 ( 单位 为 S) 
f= 1/T=10°Hz 
N= a 
So= NF 
= 104Hz 
=fs/N 
= 频 域 分 辨 率 ( 单位 为 
fo=fs/N 


FIN 
=i 





{X0 X1, X2 , X3, X4 ,*** Xog , Xo9} 
OGABAE A sag 
| | 
惟一 的 
b) 
x(n) Ø DFT 为 x(n) 的 Z 变换 在 z 平 面 单位 加 上 的 等 间隔 采样 及 
T=1us, N =100 时 的 实例 
a) x(n) 的 DFT 为 x(n) 的 Z ZESRAEE z PV Ti Pop [S] E B5 55 TRI B EFE 
b) "5 T=1ys, N 2100 时 的 实例 


图 2.3 


X* (k) 2 XF (k & IN) 


式 中 ，! 为 整数 。DFT 假设 x(n) 也 以 N 为 周期 ， 即 
x(n) =x(n+l N) 


(2. 9a) 


(2. 9b) 
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图 2.4 给 出 了 一 个 具体 的 例子 。 对 于 图 2. 5a 所 示 的 一 个 信号 x (n), ， 其 幅 频 
特性 如 图 2. 5b 所 示 。 
N= 100.7=1lnus = 时 域 分 辨 率 . 人 =1MHz 


Tr 


x(0) x(1) x(2) x (98) x (99) 
(N 点 DFT) 
2X104Hz de 
dc 104Hz "A 0.5MHz 98 99 100 
AD 上 一 一 从 
k ——»- 0 l 2 3 N/2 N-2N-1 N 
4 
2x10 104^ 0 
—| fo — Hz Hz Hz 
0 fo 2fo 3fo fs/2 fs 
dico d. xol l eder. 3s 
N =f) = NT m 100X10-6 =10 Hz = 频 域 分 辩 率 
增加 减少 
dc f. /2 dc 


图 2.4 x(n) 的 最 高 频率 为 X(N/2)( Bl f=f./2) 


x(n) 





Ti -20T,1x4(0),--- x1 (19) 


序列 
a) 
50 
40 
g 30 
an 
~ 20 
10 


0 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 95 100 k 


An 7 
幅度 谱 


b) 
图 2.5 xi(n) 的 最 高 频率 为 X(N/2)， 是 当 f=/./2 时 ， 
而 不 是 f=/ 时， 原因 是 频率 混 铸 ( 见 图 2.2) 
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s | 2 2 dE 
xı (n) = sin (Fn |= sin E n -0,1,:-,N-1 


N = 100 


T,=20T=20ps ”记录 长 度 Tp = NT=100us 


1 








f.=1/T=1MHz f, -和 = ME A= = MHz 
fs 1 
5 790fo - MHz 
式 (2.1) 以 求 和 形式 表示 的 DFT/IDFT th, BY DJ FH m & Ap [EE 4H 3E JE X e 
iN, Bp 
[LX (k) ] 2 EF][x C0) ] (2. 10a) 
式 中 , [ PF] NCNxN) DFT 和 矩阵 ， 见 式 (2.11), 
列 行 
nO 1 2 --nm-N-1 | 
X (0) x(0) 0 
Xr(1) x(1) 1 
: Wy : : 
Xr (Kk) " (n, k =0, l, Ut, N -1) x(n) k 
X CON) a(N-1)] (N-1) 
(N x1) (NxN) (Nx1) 
IDFT [x(n)] =A LF] * LX CA) ] (2. 10b) 
列 行 
k—0 1 2 --k-N-1 | 
x(0) X (0) 0 
x(1) XF(1) 1 
TELA : : 
x(n) TN (n, k=0, l, d" N-1) X* (k) n 
x(N -1) Xr(N-1)| (N-1) 
(Nx1) (NxN) (N x1) 


(NxN) DFTABIE| F]N 
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列 0 1 2.…. n: CV ed) TT 
一 > | 
Wy Wy Wy o WD 1 
" we, " vi 本 JCY 
(NxN) = E : : 
Ww W^. wr Pos WA - D k 
yo i-o fx - Wi DD (N-1) 
DFT XR [AE (2.11) 
注意 
1 : 3 
[RU Jost Je us poo aene 
[F] 中 的 每 一 行 都 是 一 个 基 问 量 (Basis Vector, BV), [F] P31 行 第 大 列 的 元 





BAW. HF, 1, k=0, 1, =, N-1, AF Wy =exp (-j20/N) 是 1 的 N 次 
根 ， 因 此 在 [F] AYN? 个 元 素 中 ， 只 有 NN 个 元 素 值 是 不 同 的 ， 即 W^ = wine’. 通 
过 观察 DFT 和 矩阵 可 以 得 到 如 下 结论 : 

(1) [F] 是 对 称 的 ， 即 [F] -[F]'. 

(2) [F] ÆA, RILF][F]* 2 N[Iy]o HH, [ly] 为 (NxN) 的 单位 
和 矩阵。 











1 
Í 1 E 
[F] "-wIF]*, [F] pepe e spe " 为 单位 矩阵 
. 
1 
(2:12) 
例如 ，(8 x8) DFT MAW tA (EA W =W; = exp ( -j27/8) 
列 0 1 2 3 4 5 6 7 行 
> l 
1 1 1 1 1 1 1 1 0 
1 W wW Ww -1 -W -WW -WI | 
1 Ww? =f =f 1] wW =] =W | 2 
1 W _W W 3] =W WW -W| 3 
(2.13) 
I eni 1 | 1 =] 1 | 4 
1 -W W =W" =l W -WP y? 5 
1 -W? -1 W? 1 =y" 二 wW 6 
1 -W -W -W -1 W wW W 7 
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注意 到 = -1、 = -j， 且 > Wi = 0 为 所 有 NN 个 相 异 根 的 和 。 这 些 根 均 
分 布 在 z 平 面 以 原点 为 中 心 的 单位 加 上 ( 见 图 2.3)。 





2.3 DFT 的 性 质 


根据 定义 ，DFT 有 以 下 性 质 。 
1. 线性 
给 定妆 (n) eXI (k) Hx; (2) 2X5 (k), W 
[ax (n) + a4x5 (n) ] OL a4 Xi (k) & a5 X5 CK) | (2. 14) 
式 中 ,d4 和 d» TJI di A 
2. Ba ee 
对 于 NN 点 DET, 4 x(n) NRW, A 
(Zar) (7-8 E 20,1, (2.15) 
这 说 明和 X (0) 4l X  (N/2) FASEB WE X" Ck) 用 极 坐 标 形 式 表示 , 即 X (k) = 
|X" (k) lexp [jO(k) ] 。 A AA Ok) 
对 于 上 是 关于 N/2 的 奇 函 数 ( 见 图 2.4)， 这 里 |X (Ch) RI OCK) PNP lis EE TS 
AAAS, ZENA DFT ARE, WA (N2) +1 个 系数 是 独立 的 。| Xf (k)|? X 
JRR, k=0，1，…, N-1, 功率 谱 在 频 域 是 关于 N/2 XY PR ES AG BS aC SLA 
2.6), 
N-1 
"a rte Xt? 
gus T B av) _¥ (ny we) ages | 
eue ox (n) Whe ae = z th 


n=0 n= 








N-1 N- 
X'(0) = > x(n) ,dc 系数 2T (n) :x(n) 的 均值 


n=0 











| CH x(n) 为 实 序列 ) 
e 实 
S 


XF*(0) XF(1) XF(2) (CD xD Xt £D XÉN-2)-- XKN-1) 
A 


peu) 
图 2.6 a(n) 为 实 序列 时 的 相位 谱 和 幅度 谱 


12 快速 倩 里 叶 变 换 ， 算法 与 应 用 


| X F(&)| 
幅度 谱 ( 离散 ) 
D y X» 3 NNN 
Cado N-2 N-1 N 
de — fo -一 
O(k) 
相位 谱 ( 离散 ) 
0 i 2 3 N 
//-—____|—_——/, 
de fo 二 N-2 N-1 dc 


| 
| 
| 
| 
| 


T 
Áo 频 域 


图 2.6 x(n) 为 实 序 列 时 的 相位 谱 和 幅度 谱 (£3) 


N-1 
xF( ) = EOL X x(n)(-1)" 
n=0 
H2 TAM, Sa) RPA, ODE Lo 2 的 有 人 


. MARR ee 
n 换 都 成 立 。 
N- 
Y x(n)a* (n) = LES XF(k) XE (k) (2. 16a) 
we =0 
序列 ix(n)| 的 能 量 在 DET 域 保持 不 变 。 
iE AA : 
N-1 N-1 Te N-1 
2, |x(n) |? = È, x(n)x* (n) = IEC ) 2,X X (k) WR” 
-0 =0 Nae k -0 
i EX N-1 i Um N-1 
] LES LO) Daa’ QW = y LX OX (Dn) WH)” 
k=0 n=0 k=0 n=0 
N-1 N- 
- LES X* (E) XP (k) = LY [XF (k) |? (2. 16b) 


x (n) 


| X*(4) | 


O (k)/rad 


23k 离散 傅 里 叶 变 换 


3 


序列 x (n) 


实 序列 (N=32) 


XFO 的 幅度 谱 (DFT) 


N=16 By RHE p o 


0 5 10 15 | 20 25 


N=16 BER ar eh Be 


图 2.7 x(n) 是 实 序列 时 , X (k) k = N/2 处 的 奇偶 特性 








30 
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4. Aa EAE 
给 定 x (n) SX" (k), Mi 


x(n*h)ex* (k) Wg” (2.17) 
AF, x(n +h) RIRE AMA h OR FTA a, BU Ix, | 为 (xx as 
145 2155, eee cee ae 
证 明 . 
由 于 
N«h-1 
> «(m) wrt = XI (Ek) k 20,1,-,N-1 
m=h 
所 以 


N-1 
DFT| x(n +h)] = X x(n +h) W% 使 m =n+th 


N+h-1 


= > x( m) Vo 
m=h 
N«h-1 


= ( È sin) We)" 


m=h 
= X" (k) Wy" (2.18) 


因为 | Wr | =1， 所 以 原 序列 的 DET 和 循环 移 位 后 序列 的 DET 仅 相 位 是 相关 的 。 
对 一 个 序列 进行 循环 移 位 操作 ， 其 幅度 谱 和 功率 谱 均 保持 不 变 


5. [x(n) exp Ge al DET 


= N-1 
DFT | x(n) exp(E™™") | = Y (x(n) wey wie = F soo WEH = XP - h) 


n=0 
(2. 19) 
HX’ (k) = D(a) we, k=0, 1, =, N-1, KIE, XP (k-h) REX (Kk) e 
频 域 循环 移 位 h 个 采样 间隔 的 结果 。 对 于 有 = N/2 的 特殊 情况 ， 有 
DFT |. Goes [E 3 n)|= DFT[ ( -1)"x(n)], ei 2 ( 21)" 
- DFT!x(0), -x(1) ,x(2) , -x(3) ,x(4) ,---,C 21) " !x(N -1)] 
=X"(k->) (2. 20) 


AUP, {x(0), (1), x(2), =, x(N 1) LUIS N 点 序列 。 
在 离散 的 频谱 中 ， 直 流 分 量 现在 移动 到 了 中 点 ( 见 图 2.8)。 在 中 点 的 左右 两 
边 ， 频 率 均 随 着 与 中 点 距离 的 增加 而 增加 (考虑 正 频率 和 人 负 频 率 ) 。 
6. 置换 序列 的 DFT -Bl 
ix(pn)| eiX (qk)] 0<p,g9<N-1 (2.21) 
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现 置 换 序 列 x(n)， 使 用 pn modulo N Ef& n, HA, OpzN-1 Hpé5N m. 
质 的 整数 。 则 x(pn) 的 DFT 为 


N-1 
AF(k) = M x(pn) Ww" (2.22) 
n=0 


de 
频率 增加 —— ”频率 增加 
和 一 一 一 


XT YE + XF(N-1) XF(0) XF(1) XFL) 


fA 1 4 
EI fT — fo -一 fo wr 
图 2.8 [(-1)"x(n) ]B] DFT, de 系数 在 中 心 位置 ， 
频率 沿 远离 中 心 的 左右 方向 增加 


耕 wC 和 2 除 1 之 外 没有 其 他 公共 因 了 于 ， 则 称 a Bb 互 质 Mla, b) =1 表示 。 
由 于 (p, N) =1， 因 此 可 以 找到 一 个 整数 g,， 使 得 0<g<N-1 H gp= (lmodulo N) 
(详细 内 容 参 见习 题 2.21 (a) ) 。 如 果 用 gn modulo N 代替 m， 则 式 (2.22) 保持 不 
way Te 

N-1 


A'(k) = 5 x(pqn) W" 
0 


1 


> x(aNn + n) W^ HF qp = (1 modulo N) ,或 gp = aN +1 


a(n) Wr) = X" (qk) x(n) 为 式 (2.9b) 给 出 的 周期 形式 


(2.23) 

WHP, a 为 整数 。 

[512.1] 当 N=8 时 , p= 13, 5, 71}。p=3 时 g=3, p=5 时 g=5, p=7 
时 g=7。 当 p=3 时 , pn = {0, 3, 6,1, 4, 7, 2, 51。 由 于 p=g=3， 因 此 当 
n =k WY pn = qk, 当 p=5 时 ， pue 10.5.2; 7. 6 354 当 p=7 时 ，pn = 
10, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1}. 

[Gi 2.2] SN=8, p=3, WA q=3, Sx (n) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
7}, Nj 
A* (K) 2X (qk) = |X (0),X (3) , X (6),X (1),X (4) X (7) ,X (2) ,X"(5) | 
则 有 

a(n) =[4 Ck) ] B) N M IDFT 
= 10,3,6,1,4,7,2, 5} =x (pn) 
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2.4 REH 








对 两 个 周期 序列 在 空域 /时 域 进行 循环 卷 积 相当 于 两 者 在 DFT RAR, S x 
(n) 和 y(n) 为 两 个 周期 为 N 的 实 序 列 。 则 它们 的 循环 卷 积 ， 


N-1 
z (m) = X sQy(n - n) m =0,1,---,N-1 
n=0 


= x(n) * y(n) (2. 24a) 
在 DFT 域 , 这 相当 于 


ZE (k) =X" (k) Y" (k) (2. 24b) 


con 


WP, x(n) eXF(k) , y(n) eYF(k) , z, (m) eZ", (kb). 
证 明 : zoa (m) HJ DFT 为 


1 k 
— > x(n m — n) \Wr 
xn (n)y(m = n) |W} 
Eos, N-1 
= -y A (n) Vy 2, y(m - n) Wi?! 
n=0 m=0 
E AX (k) Y" (k) 


IDFT | X e) Y Ck) | = Zen (mn) 


如 果 和 希望 使 用 DFT 得 到 非 循 环 或 非 周 期 卷 积 的 结果 ， 则 两 个 序列 x(n) 和 y(n) 
必须 通过 补 堆 进行 扩展 。 尽 管 通过 DFT 相 乘 仍然 实现 的 是 循环 卷 积 ， 但 此 时 所 得 
结果 的 一 个 周期 与 非 循环 卷 积 是 相同 的 ( 见 图 2.9)。 这 一 结论 具体 说 明 如 下 : 

给 定 M 点 序列 | x(n) | = | Xo, Xp, UU, Xy —1 | TI L 5i EA | y(n) | = 170 ;7y1 ， 
…,y1_1| ， 下 面 求 两 者 的 循环 卷 积 。 

(1) ÆJ] x (n) ARERR N-M PA, Mix. (n)] = |xo, xq, cc, xy p, 0, 
0, 5, 0], Awe NZM-«L-1, 

(2) 在 序列 y(n) RÆ N - LEE, Bliy.(n)} 2liyo, vi, cos Yr, 0, O, 
et rs 

(3) XE ix, (n) | ET NOR DET £38]| XE (k), k=0, 1, =, N-1, 

(4) 对 |y.(n)| 重复 步骤 (3) 得 到 | YE (RK) |] , k=0, 1, =, N-1, 


(5) SAE) 5 YE (E) PATRAS BNE (hb) YECH) , k=0, 1, =, N-1, 





(6) XE-CXT Oo YE C) HEIT N 4 IDFT 得 到 > (m), m=0, 1, =, N-1, BẸ 
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AM 序列 N>M4+L-1 
n=0,1,---M-1 X91, * X4 10,0570 
x (n) 在 后 面 增加 长 为 N N 点 Xe(k) 
N-M 43 xe (n) DFT 
Xo; X1,***,XM-1 
FFT 
匹配 DFT 系数 的 乘法 D 
了 长 序列 
n—0,1,...,L-1 


n) 在 后 面 增加 KAN N 点 
Yo, pts YEA N-L^T 29 y(n) DFT YE) 


Yo» Votes Yr 4, 90,740 ES 
N2M+I-1 


IFFT 






x (n) FI y (0) 的 
非 周期 卷 积 


图 2.9 基于 DFTZIDFT BJ3EJS] HAS EA, x, (n) 和 y.(z) 是 补 零 扩展 后 的 序列 





XE YE 








为 x(n) 和 y(n) 的 非 周 期 卷 积 。 
显然 , 所 有 的 DFT 和 IDFT 均 可 通过 快速 算法 实现 ( 见 本 书 第 3 章 )。 注 意 ， 
Web | XE CR) | AL YE CR) | GP FED HERPES | x(n) LR Ly (n) | PY NGA DFT, 
[5012.3] 周期 和 非 周期 (SLA 2. 10) 
两 个 序列 |x(n) | 和 |y(n) 的 离散 卷 积 ， 


| | 
Zo m) =y, n) yn -n) 


x(n) n -0,1,:---,M-1 
y(n) n -0,1,:-,L-1 (N=L+M-1) 
zo (n) m=0,1,::-,N-1 
下 面 的 例子 对 此 进行 了 说 明 。 
【 例 2.4】 4&x(n)l1, 1,1, 1] n=0, 1，2,，3， 即 过 =4。 将 x(n) 与 其 自 
号 进行 卷 积 。 





1 I 1 1 


x(0) x(1) x(2) x(3) 
1 1 1 1 


Ix(n)] — | | 


| (| za) = FE EM 


x(3) x(2) x(l) x(0) 
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[x1 C) *xo GO] 非 周 期 卷 积 


= [o (T) x(t-r ) dr 





x (f) xX2(1) 
Ay 
Ay 
0 ty t 0 p) t 0 ty +t» 
a) 
xip (2) 
A, 
0 f T T^t» Í 
Xip (A 是 以 周期 7 重复 x0) KWAWA, HT t6. 
Xop (A 的 情况 相似 
Xp (f) 
Ay 
0 to T Tt^ t 
[x p(2)*X2p (D] 
类 似 x AxA, 4 T>) 
0 titta T Ttitto 1 
b) 
图 2.10 JER PC x, (0) 5j xs ( 划 的 卷 积 与 它们 各 目 组 成 的 同 周期 晒 数 的 
周期 卷 积 结果 相同 


a) x(t) FI x (5 的 非 周期 卷 积 b). xip Ct) F xp (t) EER 


f O) 


oo | — o0 | — 


7 
2, x(n)x( - n) 
n=0 


(1) RR xn) PE, 


$23 离散 傅 里 叶 变 换 19 


(2) 将 {y(n)| 关 于 0 点 反 转 ， 得 1y( -n)|。 
(3) & x(n) Al y( —n) FARE, PRIA XT ZRF AM 
(4) 将 |y( -n) 右 移 一 个 采样 间隔 , 令 x(2z) 和 7y(1 n) FAA, 然后 对 结 
求 和 。 
(5) 将 1y( n) | 右 移 两 个 采样 间隔， 相 乘 并 求 和 。 
(6) 将 |y( n) | 右 移 三 个 采样 间隔 ， 相 乘 并 求 和 。 以 此 类 推 。 
x(0) x(1) x(2) x(3) 


ix) | — 
MEE 


| | <— ix(1- n)| 


x(3) x(2) x(l) x(0) 


X X 


x(0) x(1) x(2) x(3) 


ix) — 
(pe 


|| d Eebe- 


x(3) x(2) x(1) x(0) 
Ligh) = g de x(n)x(2 - n) 


x(0) x(1) x(2) x(3) 


(a(n); — 
Vd pd v 


| | eU eq 


x(3) x(2) x(l) x(0) 
7 
> x(n)x(3 - n) 
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x(0) x(1) x(2) x(3) 
Cp pe 


| | —— ix(4 - n)| 
x(3) x(2) x(1) x(0) 


z (4) T x(n)x(4 - n) 
n=0 
_3 
..8 


x(0) x(1) x(2) x(3) 
ix(n)—c | | 


| — in) 
x(3) x(2) x(1) x(0) 


zoo) = SY x(n)x(5 - n) 
n=0 

2 

8 


x(0) x(1) x(2) x(3) 
CC | | 


| 
x(3) x(2) x(l) x(0) 


1 y 
Z 6) = — ) x(n)x(6-n 
(6) = Lx(n)x(6 - n) 
m3 
..8 


x(0) x(1) x(2) x(3) 
mtb ge 


|o d do 0| dixi 
x(3) x(2) x(l) x(0) 


Je 


第 2 


8 {Zeon(™)} —> 





Bu 
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m 


] 2 3 4 3 6 


三 角 序列 ， 这 是 非 周 期 或 非 循 环 卷 积 。 为 了 通 





单位 序列 与 日 映 卷 积 得 到 了 





过 DFT/IDFT 实现 非 周 期 卷 积 ， 首 先 需 在 {x(n)|, n=0, 1,…,L-1 和 |y(n)|， 
n=0, 1, «+, M-1 RECAST RAKE NZM -L-1 ( 见 图 2.9)， 


2.4.1 乘积 定理 





两 个 周期 序列 在 时 域 / 空 域 的 乘积 相当 于 在 DFT 域 进行 循环 卷 积 (见习 题 


2.16), 


2.5 相关 性 定理 


与 卷 积 定理 类 似 ， 相 关 性 也 存在 类 似 的 定理 (IE 2. 11 ) 。 两 个 实 周期 序列 


x (n) 1 2 3 0 0 


y(m — n) 

m-o py 0 0 3 2 
m= 2 1 3 
m-2 3 2 1 

m -—3 3 2 1 
m= 4 3 2 1 


Zeon(™) 1 4 10 12 9 


Zeon) = ae (n)y(m -n) 


ZE kK) - Ll yF yF 
con( Jaa XF(k) YF(K) 
通过 DFT 相 乘 实现 循环 卷 

积 得 到 非 周 期 卷 积 


y(m+n) 


1 2 3 0 0| m=0 


] m-l 

2 m2 

3 -m=3=32N=-2 
m=4=4+N=-1 


12 5 3 Zoor Utt) 
x=([1 13] 


3 7125 3 = xcorr ( y, x) 


| N-1 
Zoor) — - Y x (ny (m n) 
NS 

m -0,1, ..., N-I 


Zt (k) = 元 yF (Kk) Y Fk) 
通过 DFT 相 乘 实 现 循环 相关 得 
到 非 周期 相关 





图 2.11 卷 积 定理 与 相关 性 定理 的 关系 
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salm) = Ex *(n)y(m+n) x(n) 为 复 序列 
1%! 
=— Y x(n)y(m-n) m -0,1,--N-1 (2.254) 
N n=0 


这 个 过 程 与 离散 卷 积 类 似 ， 区 别 在 于 1y(z)} 没有 进行 反 转 。 在 DFT 域 式 (2. 25a) 
A RIT 
Z (hs rd (k) YF (k) 注意 ZE C) AXP C) YE CA) (2.25b) 
证 明 : 
X D k 
zu (m) 的 DFT 是 £ YD. (n)y(m + n) [Wi 


a(n) Wy 3 un +n) Wore {m+n = 
m =0 

N-1 N-1-4n 

x(n) WR" 2, y() WS 


[=n 


三 | 一 


pu 





2|- z|- 


XE (Kk)Y(k) — XH zi (m) ZE, (Ck) 

与 卷 积 的 情形 一 样 ， 若 要 通过 DET/IDFT 获得 非 循 环 ( 非 周期 ) 相关 ， 
\a(n) |All y(n) | Abie Sa et Ah AP eel NSM+L—-1 (M 和 工分 别 是 |x(n)| 和 
ly(n) | PRE) 。 尽 管 此 时 得 到 的 结果 为 循环 相关 ， 但 它 在 一 个 周期 内 和 非 循 环 相 


关 的 结果 是 一 样 的 。 
通过 对 图 2. 9 所 示 框 图 中 的 XX (Ck) es tee, SAE la) Rea A PSE Ja) A 


关 的 计算 。 





mer[ CY) | =z) (2. 26) 





相关 算法 表述 如 下 : 

给 定 M 点 序列 jx(z) 21ixy, xy, cns. xy au]. ML APM y(n)} = 1, yy. 
se yy abe 下 面 求 两 者 的 循环 相关 ， 

(1) 在 序列 x(z) 末 尾 补 N-M E, 得 到 [x(n)} = 149, xp, cn, xy a, 0, 
0, 0, =, 0}, HÆ N2M«L-1, 





(2) 在 序列 y(n) KFK&th N- L7, 得 到 | y(n)| = | Yo Jio "UU YL-1>9 0, 
0, Ut 01, 

(3) XI ix, (n) LETT NUR DET, 7@{XE(k)}, kz0, 1, =, N-1, 

(4) 对 |y.(n)| 重复 步骤 (3), 181YF(K)] , k=0, 1, =, N-1, 


(5) -XE (k)5 YE (k) FAR, ESI XT" (h) YECH), k=0, 1, =, N-1, 


1 yr 
s 


$23 离散 傅 里 叶 变 换 23 
(6) Xt] XE” Ce) YE BEN A IDET, fli, (m), m=0, 1, =, N- 


1， 即 |x(n)} 和 |y(n)| 的 非 周 期 相关 。 
(7) 由 于 当 0<m<N-1 时 ,zj(m) 是 不 同时 延 下 的 相关 值 。 其 中 ， 正 时 延 


和 仙 时 延 以 一 种 环绕 的 方式 存储 。 可 以 采用 以 下 方法 获得 z(m)。 当 Mz=L、N=M 
+ 了 -1 时 ， 有 


z(m) =Z (m) OzxmzL-1 
(2:27) 
z(m-N) =z,.(m) M<xms<N-1 
[5]2.5] E MA a(n)} 211, 2, 3, 1) 和 工 点 序列 |y(n)} = |1, 
1，3} ， 计 算 两 者 的 非 周期 相关 。 
xen) 3 


2 
l 1 


3 5 n 
(M-1) (N-1) 


(K-1) (N-1) 
Nz,o,(m) 12 
7 8 
3 4 
l 
0 5 mi 
(N-1) 
N z(m) 12 
8 7 
4 3 
1 
3 0 2 i 
$[x,(n)] 211,2, 3, 1, 0, 0], Hine 


(1) fE x(n) KRÆ N-M TS, f 


N=L4+M-1, 
(2) TE y(n) REA N -L^P29, 得 {y(n)} 211, 1, 3, 0, 0, 0}, 
(3) XP ix (n) HEAT NAR DFT, £&1XT(k)], k=0, 1, =, N-1, 
e, N- 1. 


(4) 对 17y。(z)} 重复 步骤 (3), £81YL(CR) |, k=0, 1, 
(5) E XE (k) 5E YE(k) RARE, 得 Xt (E)YE(k), kz0, 1, 
(6) XI XE (E) YECE) | VETT NS IDFT, f&ix(n) |] Alf y(n) 的 非 周期 相关 NV 


e, N-1, 


(2,4, m)1 2112, 7, 3, 1, 4, 81, 
(7) HT 0zxmz6HB[, z. (m) AA KEL HSS ZG SR np AR 
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式 (2.27) A| Niz(m)} 211, 4, 8, 12, 7, 3}, -2<ms3, 
[5012.6] 利用 MATLAB 实现 例 2. 5. 





s= 11233195 

ro 

x e= [123100]; % (1) 

y e- [113000]; % (2) 

Z -conj (fft (x e)) . *fft (y_ e); % (5) 

z=ifft (Z) % (6) [1273148] 
Té LIRR ASE, RIDES] P2] SpE JAAR 
xcorr (y, x) % [1481273] 


2.6 ZAMERA 








两 个 序列 在 时 域 /空域 的 循环 卷 积 相当 于 两 者 在 DFT 域 相 乘 。 正 如 2.3 市 所 
wR, 为 了 利用 DFT 计算 非 周 期 养 积 ， 两 个 序列 都 必须 补 零 。 


2.6.1 BSI 


当 无 限 长 的 输入 序列 x(n) 与 一 个 有 限 长 单位 脉冲 响应 滤波 器 y(n) 进行 卷 积 
时 ， 首 先 需 要 将 待 滤波 的 输入 序列 分 段 成 *,(n) ， 滤 波 后 的 各 个 分 段 z (m). 将 会 以 
适当 的 方式 组 合 在 一 起 获得 最 终结 果 。 令 输入 序列 第 7 个 分 段 为 ,(n)， 单 位 脉冲 
响应 y(n) =f y gp Er ABORDA ARA 3,(m)， 则 可 以 通过 图 
2. 12 所 示 的 过 程 获得 整个 序列 滤波 后 的 结果 z(m) 。 


0 I N=5 n 
o C Tb JE Y Ep - 
a) 


zw p23| 1] 2 L3 [| «ls Le] v Ls 7 
b) 
图 2.12 使 用 重 又 相 加 法 进行 韭 周期 卷 积 (图 2.13 给 出 了 当前 例子 使 用 DFT/AIDFT 的 过 程 ， 


其 中 N=L+M-1=5, L=M=3) 
a) 序列 x(n) FS y(n) 进行 卷 积 b) x(n) S y(n) 的 非 周 期 卷 积 
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PIRI 10 
y Cms] 
y KCn*0)s] 
y ((nt2))s] 
y [(Cn3)] 
y (Cn*4)] 
T: EINE 


xs) 四 四 四 四 四 


y [Cox] 
y [C4] 
i» eee 
xa(n) IL TES ES To | 四 
y [((-n))s] 
y [n+] 
sn 国 国 加 四 加 
s» 6302 TTE 
zgum) 
ein) 


+> 
psg [1 [2 [a ][« fs Le]lv)[8]. ~ 
c) 
图 2. 12 使 用 重 又 相 加 法 进行 非 周期 卷 积 (图 2. 13 给 出 了 当前 例子 使 用 DET/IDET 的 过 程 ， 
其 中 N=L+M-1=5, L=M=3) (£) 
c) 使 用 DFT/IDFT 的 非 周 期 卷 积 


每 个 分 段 的 滤波 过 程 可 以 用 DFT/IDFT 实现 (ILAI 2.13), 
两 个 序列 1x, (n) LI y(n) | 的 离散 卷 积 可 用 下 式 计算 : 


N-1 


z(m) = B x, (n)y[( (m - 22) y] 
n=0 
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x, (n) n=0,1,-:-,L-1 
yl CCn)) y] n=0,1,°--,M-1 (N=L+M-1) (2.28) 
z.(m) m —-0,1,:-,N -1 


式 中 ,第 二 个 序列 yl ((m - 22) y EXE E S8 71 FE x, (n) 进行 了 循环 反 转 和 循环 
RA. FIM yl ((n)) A N CHER E, FE x, (n) A LAERE M -1 SAE, 
BUR REA L-M-1, PRES 8 AA BY A BS RTP ER EIS L, m 
WEBRSS A LM -1, AUR BoA (M-1) AWER, ME. 
CRB DMEM, WA 2.12 Pra, Al, REM ABSMME, iX 
一 方法 可 使 用 MATLAB AY FFTFILT(y,«) KAEI, 


(1,2,3,0,0! 
{0.25 ,1,2,0.75} 





{1, 2,1,0,0} 


(4, 5,6,0,0) 
(1,3.25,5,425,1.5] 





11,2, 1,00] 


图 2.13 JH SS eH a ERREN EAER (其 中 , N=L+M-1=5, L=M=3; 
注意 DFT 和 IDFT 使 用 快速 算法 ( 见 本 书 第 3 章 ) ) 


男 一 种 实现 快速 卷 积 的 方法 叫做 重 琶 保留 法 。 这 一 方法 对 M 点 的 单位 脉冲 啊 
应 y(n) 和 工 点 的 分 段 序 列 x,(n) 进 行 L 点 的 循环 卷 积 ， 然 后 保留 循环 卷 积 中 对 应 于 
韭 周期 卷 积 的 部 分 。 每 个 输出 分 段 的 前 (M - 1) 个 点 将 被 丢弃 ， 其 后 的 部 分 组 合 在 
一 起 形成 最 终 的 输出 ( 见 图 2.14)。 每 一 个 连续 的 输入 部 分 有 (M-1) 个 点 和 (L- 
M+1) 个 新 点 ， 这 样 能 够 使 输入 分 段 是 重 辣 的 ( 见 本 书 参 考 文献 [G2]). 











0 L—5 


l 
a 7 


a) 
z (m) es [o][2 JBI Es ]Ee Ev] Es]. ~ 


b) 


图 2.14 ffEHISUE DR EHEZETTAESBIASTA (其 中 了 =5，M =3) 
a) JFJ] x(n) FS y(n) 进行 卷 积 b) a(n) 与 y(n) 的 非 周期 卷 积 


23k BR Bet ER 27 


3 


y) MOOR 
y Co» [v4 


] 
y (Cn +1))s] /4 
» Cn *25,] [V4 
yl ] 
yl ] 


— 


(-n43)3) balela 
(n +4); [4| fi72] [1/4] 
«e» EOE 


x(n) 


y K),] 
y nt), 
z 2 Qn) 
ne 
y C0)] 
y Kn 34] 
z (m) ss s [6 |L7 ]ES] 
s e» [24 bE] 
z, (m) DE 
Z3 (m) [5 


bs [1] 2 JL JE Ts Wel] 


c) 


图 2.14 PEAR AMET AR ee (RP LZ5, M=3) (28) 
c) 基于 DFT/IDFT 的 非 周期 卷 积 


2.7 数据 域 的 补 零 


正如 前 文 所 述 ， 为 使 用 DFT/AIDFT 计算 两 个 序列 (长度 分 别 为 L 和 MM) 的 非 周 
期 卷 积 /相关 ， 必 须 在 这 两 个 序列 的 末尾 补 零 ， 使 它们 的 长 度 达 到 N=L+M-1 
( 见 岁 2.9)。 下 面 我 们 来 研究 补 堆 操作 对 频 域 (DFT ER) 市 来 的 影响 。 给 定 MR 
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序列 |x(n)| = |xo，2，…，xr_1 ， 在 其 末尾 添加 W-M 个 零 。 扩 展 后 的 序列 为 
{xe(n)} = ixo, X, cn. xy a, 0, 775, OF, HP 

x,(n)=0 M<n<N-1 
Ix, (n) |] B] DFT 为 


N- 
XF(k) = X x(n) W  kz0,,-,N-1 (2. 29a) 
n=O 
M-1 
= X x(n) wk (2. 29b) 
n=O 


em, XC) 的 下 标 e 表示 扩展 序列 jx (z) | AY DET, ix(n) } 的 DFT 为 


M- 
XK) = Mx(m)W  20,,-,M-1 (2.30) 
m=0 





通过 对 式 (2.29) 和 式 (2.30) 的 观察 可 知 , 在 ix (n)] 末尾 补 零 相当 于 在 其 
频 域 进行 插值 。 

事实 上 ， 当 N=PM (P 是 整数 ) 时 ,Xf(k) Æ XF Ck). 以 P 为 因子 进行 插 补 
得 到 的 。 由 式 (2. 29b) 和 式 (2.30) 可 知 ， c -X'(k), 


M-1 


在 序 aed URN Z, BIEMA IRRI IRL 
有 用 。 从 数据 域 来 看 ， 式 (2.29b) 和 式 (2.30) BS IDFT Sa | x(n) } f 
|x.(n)|。 然 而 ， 在 频 域 补 零 没有 明显 的 用 处 (对 X ETIE, 需要 特别 注意 
XX (2.15) JM ASSERE PRE) o 
[512.7] i<N=8, M=4, W|Pz2, © 
{x(n)} = {1,2,3,4| 











则 有 
iX*(k)} ={10, -24+)2, -2, -2-j2} 
{x.(n)} ={1,2,3,4,0, 0,0, 0} 
{X¥(k)} ={10, -0.414 - j7. 243, -2 +j2,2. 414 - j1. 243, -2, 
2. 414 4 j1. 243, -2 - 32, - 0. 414 + j7. 243} 
FERRI 2. 15 所 示 。 为 了 更 细致 地 表示 频率 啊 应 ， 对 输入 数据 进行 了 补 雪 ， 
如 图 2. 16 所 示 。 
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4 
2 3 n 





0 1 
a) 
4 
Xe (n) 2 
0 1 2 3 4 5 6 7 ht 
b) 
10 
0 1 2 3 k 
c) 
10 
0 1 2 3 4 5 6 7 k 
d) 


2.15 原 序列 a 和 补 零 后 的 序列 b 的 幅度 谱 分 别 为 c 和 1d 
a) 原 序列 b) 补 零 后 的 序列 c) 原 序列 幅度 谱 d) 补 零 后 的 序列 的 幅度 谱 


第 3 行 的 主办 有 


DFT 矩阵 第 1 行 的 主办 
第 2 行 的 主办 


SR 
KIXIAIALALALALA 
EI 











图 2. 16 为 使 频率 响应 的 大 小 为 1024， 在 DFT 每 个 8 点 基 向 量 后 进行 补 零 
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2.8 使 用 一 次 复数 FFT 计算 两 个 实 序列 的 DFT 


给 定 两 个 实 序列 x(n) Al y(n), OnzN-1, Wir DET 可 以 使 用 一 次 复数 
FFT 运算 得 到 。 具 体 的 过 程 如 下 : 
构造 一 个 复 序 列 
p(n) 2x(n) +jy(n) n -0,1,:-,N-1 (2.31) 
p(n) BS N zi DET Jy 


N-1 
P'(k) = $X p(n) Wy | kz0,1,—,N-1 


N-1 
x(n) Wy €j 2 y(n) Wy (2022) 
n -0 


n e 
X (k) +j7 (k) 
Du 
PF(N-k) =X" (N-k) -jY* (N-k) 


=X" (k) -j]Y* (k) (2.33) 
由 于 x(n) 和 y(n) 都 是 实 序 列 ， 因 此 
X Ck) =F [P^ Ck) + PF (N-k) ] (2. 34a) 
YF (k) = [P (N-k) - P'(4)] (2. 34b) 
这 里 我 们 使 用 了 下 列 性 质 : 
当 x(n) HEFY, A 
Xr (N-k) =X" (k) (2.35) 
证 明 . 
N- N-1 
Xr (N-k) = y [x( n) WE” ] = >) [x( n) WP" | * 
n=0 n=0 
N-1 


x(n)W? = XF(k) HF Wh" = 1 
0 


2.9 利用 DFT 和 矩阵 将 循环 矩阵 对 角 化 


3 
II 


2.9.1 托 普 利 欧 (Toeplitz) ABR 
托 普 利 次 矩阵 是 一 种 方 阵 ， 其 主 对 角 线 上 每 个 元 系 的 值 都 相等 。 
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NW NE 
a) Q5 a} a 


as QA, G5 43 


7% 05 Mi % 例如 ce = [1567]; 5819], N=4 
4; ds ds dy r= [1234]; 第 1 行 
SW SF Toeplitz (c, r) 





(4x4) 托 普 利 次 矩阵 
2.9.2 (BW ABE 


ff VAR IAE BEATE EL, ARDS LTT ed YY AST], MEAE 
PER] AAA Ac VA BE A A J PE, TER P,P eA 8 


情形 。 





NW NE 
ho hy hy hy. 
hyi ho hy hy o 
[H] = hy. hy- ho hy a (2. 36) 
hy hy hs ho 
SW SE 


EA nn = h(m—n)moa nn) FAN HA m £155 n WM ICR, Om, nN - 1, 
2.9.3 利用 DFT 和 矩阵 将 循环 矩阵 对 角 化 
ATH Ash (2.36) 所 定义 的 (NxN) 循环 矩阵 :5,13] a Y d, Jy DET JE 


ELWY JIRE, n, k=0, 1, =, N-1, WA 
D, SC, Wi Wo se YT Wy = exp 2 (2. 37) 
(N x1) N 
第 个 基 疝 量 , k=0, 1, =, N-1 
注意 p, 是 [ WW] “的 列 向 量 (见习 题 2.24 (b) ) 。 
N-1 
[LH]16,], = M, hmn WR”, [WR], CN x N) DET FER 
n=0 0 (2. 38) 








m,k =0,1,.…,N-1 n,k =0,1,.…,N-1 


式 (2.38) 为 [H] 的 第 mm 行 右 乘 @B,， 因 此 是 一 个 标量 。 
4 m-n-l, Ni 
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m-N^-41 


[[H]®,],, = 5, n Wy on? 
[=m 
m—N+l 
= Wein ( Y h, WA) (2. 39) 
l=m 
-1 m 
[[H]Ð,]n = W"(. X awh X hw”) 
l=-N+m+l l| 20 
; =i N-1 NAA 
= Wy" ( > h,WN + 2 WA - >: h, WA ) 
l=-N+m+l1 [20 [=m+l 
= Wi-"(T+H-H) 
N-1 
= We"™ X hw" 由 于 了 = M (2.40) 
1=0 
WEAR: XP T 1, Sp=l+N, l=p-N 
N-1 N-1 
T= P» h, W mo» h, We (2.41) 
p=m+l p=m+l 
由 于 hh,_w=h,， Vo el 
N-1 
[[H]Ð,], = > h, Wy" m,k 20,1,-,N-1 
n=O 
N-1 
= Wi" > h, We (2.42) 
1-20 
N-1 
AP, A, = >》 WS NUH] 的 第 个 特征 值 ,k 20,1, N - 1. 
1=0 
由 于 这 是 [五 ] 第 一 行 的 YY 点 DFT 
所 以 , = A, 4, k 20,1,-—,N-1 (2.43) 
(NxN) (Nx1) (1x1) (Nx1) 
N 个 列 回 量 组 合 得 到 
[H| (P, ,---) = (A) BD, A, B ,---) = (BD, ,P, ,--+) diag(Ag ,A,,°*") 
| H|| | = | B| diag(A 9A, 4°77. Ày) (2. 44) 
FE TK (2. 44) AmE O], 
- 1 P 
[P] [H] [D] = yD LHI! 
I nk nk * 
一 we Ww ILHILWY | (2. 45) 


= diag( A9,AÀ, ,*, Aw. 1) 


) 
um 


(oj PH P; , d, 2555, P, os, ) = [Wy] * 
(NXN) (Nx1) (Nx1) (Nx1) (Nx1) 
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B= (4, Ws Wy Wg CTD)" kz0,1,-,N-1 
] 


[P] = [@]*, [@) AE 
[H] = | 4 | diag (Ay As An- 219] a (2.46) 
(oj i e d, , M o. y 4) =[ W} | (N x N) DFT FE 
(NxN) (Nx1) (Nxl) (Nx1) 


3X (2.45) XH], DFT 的 基 癌 量 是 一 个 循环 矩阵 的 特征 癌 量 。 式 (2.45) 类 似 
[H] 的 二 维 DFT ( 见 例 5.6a)， 区 别 在 于 式 (2.45) 中 的 第 二 个 DET 矩阵 进行 了 
SEU BRE 


2.10 “小 结 

本 章 介 绍 了 离散 傅 里 时 变换 (DET) 及 其 性 质 。 下 一 章 将 重点 介绍 DFT 的 快 
速算 法 ， 即 快速 傅 里 时 变换 (FFET) 。 这 些 算法 越 来 越 广泛 地 应 用 于 各 类 学 科 中 ， 
涵盖 了 基 -2/3/4 时 域 抽 取 法 (DIT), 、 频 域 抽取 法 (DIF), ， 以 及 混合 基 时 / 频 域 抽 
取 法 、 分 裂 基 法 和 素 因 子 算法 。 
2.11 Sm 


给 定 x (n) eX' (k) My (n) SY" (k), WEEN N M DFT, 
2.1 证明 DFT 是 商 变 换 ， 即 





其 中 [W] ÆN x N) DFT 和 矩阵。 

2.2 设 x(n) 为 实 序 列 ， wem. ug xr x) ex (Tak), k=0,1， 
e, N/2, PATA Y 41A? 

2.3 证 明 «(y^ (2) = XLI OY" (9) 。 

2.4 WEB Yn) = €, |x'( 12。 能 量 在 西 变 换 下 是 守恒 的 ， 是 一 
个 常数 。 

2.5 证 明 ( -1)"x(m) er (r- 5. 


2.6 i N=4, 依据 DFT AMX (k) 9X f(x), fit FE ffishift (fft ( fftshift 
(x) ))o 
N, r=k 


N-1 
2.7 证 明 wi?» = | 
È nzo ` 0, rk 
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2.8 调制 /频率 移 位 证明 |x (n) exp ix "n" exta - ky) o XE (k — ko) 
AER X (hk) ik CM) 循环 右 移 ko 得 到 的 。 

2.9 循环 移 位 ”证 明 x(n -mo) 全 和 (大 ) exp | 
a 


TP" 12. Tr Ác 
2.10 MISE WEBI +m) ep (PT), 其中，N =4，no =2. OD 


- j2mrkng 


: J. 这 个 公式 说 明了 


H3: 8 函数 为 8(n) = "diee 


2. 


Ó 


1 ”时 域 缩放 证 明 x(an) es Lr (I, a 是 常数 。 这 这 个 公式 说 明了 什么 ? 


2.12 当 x(n) 为 实 序列 时 , WEAR X" (k) 2X" ( - k), 

2.13 证 明 x* (n)eX* ( -k), 

2.14 ”时 域 反 转 ”用 两 种 不 同 的 方法 证 明 x( 2n) ex*( -k), 

(a) 应 用 式 (2.21) 中 DFT 的 置换 性 质 ， 且 对 于 任意 整数 V 都 有 (N, 
N-1) =1。 

(b) 应 用 式 (2.1) 中 DFT 变换 对 的 定义 。 
应 用 式 (2.1) 中 DFT 变换 对 的 定义 解答 习题 2.15 ~2. 17。 

2.15 两 个 序 x Cn) 的 离散 卷 积 定 义 如 下 : 


y(n) = diss - m) n 20,1,:-,N -1 


x, Cn) All x, (n) ABE N 点 序列 。 证 明 Y* (k) = 广告 (月牙 (有 k=0, 1, =, N- 


1, Y' (£k), X! CE) RII X5 (k) PGE y(n) , x, (n) Al x, (n) HY NS DFT, 
2.16 XI(k) 和 P E E 


Y" (k) = LF - m) k 20,1,-5, N-1 
m=0 


证 明 y(n) sda (n)a (n), n=0, 1, =, N-1, YF (k), XF (k) AIX (k) 4) 


mÆ y(n), x, (n) FI x; (n) B. N xd DFT, 
2.17. xi(n) 和 x(n) 的 离散 相关 定义 如 下 : 


N-1 
z(n) = y Èa (m)a Cn +m) n=0,1,.…,N-1 


证 明 Z" (k) = XT (k) XT (k), k=0, 1, =, N-1, EF, Z' (E) J&z(n) H 


DFT, 
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2.18 gl 


b- [A] x- ( P2. 1) 


4a=(1, -2, -1, 2)", HIEI (P2.1) ， 引 入 以 下 形式 的 4 点 FFT 
IFFT [FFT [a] xFFT [x]] ( P2. 2) 

式 中 ,“x?” 表 示 两 个 向 量 对 应 位 置 元 素 之 间 的 乘积 。 请 判断 这 样 计算 是 否 正 确 ， 
并 给 出 解释 。 

2.19 用 西 1D -DFT 证 明 以 下 定理 

(a) 卷 积 定理 

(b) 乘积 定理 

(c) 相关 性 定理 

2.20 用 式 (2.25a) 中 的 DFT 推导 式 (2. 25b)。 

2.21 对 于 一 个 置换 序列 的 DFT 

(a) “4 (p, N) =1 时 ， 存 在 一 个 整数 9 满足 0 和 go<NV-1 且 = (1mod N), 
Æ (p, N) 天 1， 则 不 存在 这 样 的 整数 。 请 举例 说 明 后 者 。 

(b) 当 和 N=9 时， 验证 例 2. 1。 

(c) FA MATLAB 3524 N 28 和 N=9 时 置换 序列 的 DFT 是 否 正确 。 

(d) 当 和 N=16 时 ， 验 证 例 2.1。 

2.22 设 [A]=diag(Ao，Ai1，…，Aw-_1)， 利用 式 (2.43) 推导 式 (2. 45)。 

2.23 已 知 循环 矩阵 








1 2 3 4 
4123 

[H] = 
3.412 
23 4 1 





证 明 [H] 经 DFT 后 主 对 角 线 上 的 元 素 为 该 矩阵 的 特征 值 。 
2.24 DFT 的 一 个 正 交 基 (Orthonormal Basis, ONB) 
(a) 利用 下 面 的 关系 


1 25* 1 2 
3 4 -Gheerlah 2A som tom 2s 
X4 me 7 R » 


AU, [A] 2 (ao ,41), 证 明 
Go X dy +a; x a, -[A][A]'x C P2. 4) 
(b) WR Hwa, 为 归 一 化 IDFT 矩阵 的 列 回 量 ， 则 它 称 作 DFT 的 一 个 基 向 量 。 
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1 TN x 
E dd ) |: (dys Grs "s yai) (P2.5) 
IF, [F] 为 DFT ERE, DET 系数 可 以 表示 为 
x= tss 2) = (aj) ^x k=0, 1, =, N-I ( P2.6) 


请 证 明 
N-1 N-1 
= Fa, = Q,.X) a, = d. Don 
«c Pura, = Dy (aom a, [comm 站 


Xp, x? 是 一 个 标量 及 DFT 系数 。 


[F] h (P2.7) 


2.12 ”课程 实践 


2.1 从 信号 处 理 信 息 数 据 库 (Signal Processing Information Base, SPIB) 的 网 
站 上 获取 的 狐 的 心电图 (ECG), WHEN http: //spib. rice. edu/spib/data/signals/ 
edical/dog_ heart. html, N = 2048。 画 出 到 -=x(z) 曲 线 ， 计 算 x(z) 的 DFT 并 画 出 
k-X' (hk) 曲线 (包括 幅度 谱 和 相位 谱 )。 令 其 中 409 个 较 大 的 DFT 系数 不 变 ， 其 
余 的 1639 个 DFT 系数 等 于 零 (截断 DFT) 。 从 该 截断 DFT 中 重建 4(n) ( 见 图 
p2.1), 

(1) Mii n-an) 曲线 。 

l jo . , 

(2) 计算 MSE = 3048 2. x(n) - (0) | o 

(3) 计算 [( -1)"x(n)] 的 DFT， 并 且 画 出 幅度 谱 和 相位 谱 。 

(4) 得 出 你 的 结论 (DFT 的 性 质 等 ) ， 见 本 书 第 2 BER) 





x(n) 4409 个 较 大 的 “| REO x(n) 
DFT 系数 不 变 ， 2048 长 
N=2048 HAIE DFT Harp 





图 P2.1 从 截断 DFT 中 恢复 x(n) 


2.2 已 知 
s(a)=il; 2; 3545 3; 2; 1; 
y(n) 2| -0.0001, 0.0007, -0.0004, -0.0049, 0.0087, 0.0140, 


-0.0441, -0.0174, 0.1287, 0.0005, -0.2840, 
-0.0158, 0.5854, 0.6756, 0.3129, 0.0544| 

(1) 直接 计算 两 个 序列 的 离散 卷 积 ， 并 画 出 结果 图 。 

(2) 使 用 DEFTZFFT 两 种 方法 〈 见 图 2.9) 并 验证 两 者 结果 的 一 致 性 。 








BSI pagi 


直接 计算 NN 点 DFT 需要 接近 O (NT ) 次 复数 算术 运算 ， 其 中 一 次 算术 运算 包括 
一 次 乘法 和 一 次 加 法 。 高 效 算法 的 引入 可 以 使 计算 复杂 度 大 大 降低 。 降 低 计 算 复 杂 
度 的 关键 在 于 , 在 (NxN) DFT FEM ( 见 图 2.11 和 图 2.13) 的 个 元 素 中 ， 只 
有 六 个 是 不 同 的 。 这 些 降 低 复杂 度 的 算法 统称 为 快速 傅 里 时 变换 (Fast Fourier 
Transform ，FFT ) LAT] 。 目 前 人 们 已 经 找到 几 种 实现 FFT 的 技术 。 我 们 将 从 时 域 抽 取 
法 (Decimation - In - Time, DIT) 和 频 域 抽取 法 (Decimation - In - Frequency, 
DIF) 出 发 介绍 FFT 算法 ， 具 体 的 实现 是 以 2 为 基 (也 称 基 -2，radixz -2) 的 。 接 
着 可 以 将 算法 拓展 到 其 他 基 ， 如 基 -3， 基 -4 等 。 可 以 预见 ，FFT 可 由 现 有 快速 
算法 的 多 种 组 合 实现 ， 如 混合 基 、 分 裂 基 、 时 域 抽取 法 、 频 域 抽 取 法 、 时 域 / 频 工 
抽取 法 、 矢 量 基 、 和 天 量 分 裂 基 等 。 

HAIN, FFT 可 以 通过 其 他 离散 变换 实现 ， 如 离散 哈 特 雷 变换 (Discrete Hartley 
transform, DHT) :! 25.134.173: 、 沃 尔 什 - 哈达 玛 变换 (Walsh - Hadamard trans- 
form, WHT) [36.7781 等。 其 他 的 变种 包括 ， 使 用 一 个 复 序列 的 FFT 计算 两 个 实 序 
列 的 FFT。 在 相关 文献 资料 中 ， 出 现 了 复数 FFT 和 实数 FFT 这 样 的 术语 。 事 实 上 ， 
DFT/IDFT 及 FFT/IFFT 在 本 质 上 都 是 复数 运算 。 复 数 FTT 意味 着 输入 序列 x(n) 是 
复 序 列 ， 而 实数 FFT 则 表示 输入 序列 x(n) 为 实 序 列 。 这 些 快速 算法 为 实现 其 他 变 
换 提 供 了 渠道 ， 如 改良 型 DCT (Modified DCT, MDCT), 改良 型 DST (Modified 
DST MDST) 及 仿 射 变换 :222 等 。 


优势 




















一 般 来 说 ， 快 速算 法 能 够 将 NN 点 DFT 的 运算 量 降低 到 NN log, N 次 复数 运算 。 其 
他 优点 包括 : 减 小 了 存储 需求 和 降低 了 由 于 有 限 位 运算 ( 乘 / 除 和 加 / 减 在 实际 中 都 
是 以 有 限 字 长 实现 的 ) 引起 的 计算 误差 。 众 所 周知 ， 快 速算 法 对 于 DFT 在 DSP oth Fr 
上 的 实现 贡献 很 大 [ps -PS2) 。 而 且 ASIC VLSI E Hr o1 7 40.11 -10,09] 已 被 设计 和 加 工 
成 能 够 高 速 执行 一 维和 二 维 DFT (或 IDFT) 的 芯片 。 这 些 芯 片 功能 强大 ， 同 一 个 世 
片 可 以 实现 多 种 长 度 的 DFT。 下面 详细 介绍 基 -2 DIT -FFT 和 DIF - FFT Ye: 。 


3.1 # -2 DIT -FFT 4 


该 算法 基于 将 NN AFI) (Bit N =2, 且 1 为 整数 ) 分 解 为 两 个 N/2 点 序列 





38 快速 倩 里 叶 变 换 ， 算 法 与 应 用 


(一 个 包含 偶数 样本 点 ， 一 个 包含 奇数 样本 点 ) ， 进 而 通过 计算 这 两 个 短 序列 的 
DFT 得 到 原 N 点 序列 的 DFT。 这 一 算法 本 里 可 以 市 省 部 分 算术 运算 ， 而 更 多 地 市 
省 来 自 于 继续 将 N/2 点 序列 分 解 为 两 个 N/A 点 序列 (一 个 包含 偶数 样本 点 ， 一 个 
包含 奇数 样本 点 ) ， 然 后 通过 计算 相应 两 个 NA4 点 序列 的 DFT 得 到 原 N/2 点 序列 
Hy DFT， 重复 这 一 过 程 直 到 分 解 为 2 点 序列 为 止 。 





yF 
k 
{Xo0,X1, X2, X3, X45 +--+» XN 2， XN_1} 
{0 Xa, Xa, rs Xp} (Xis Xy Xaa ANI 
偶数 样本 奇数 样本 
G, He 
N & DFT 
N-1 
Xk) = Mx(n)Wé  kz0,,-,N-1 
n=0 
= > x(n) WA 十 > x(n) WA 
n 偶 整数 nay EBL 
(N/2)=1 (N/2) -1 
E > x(2r) WE" + > x(2r + 1) WQr*U* 
r=0 r=0 
(N/2) -1 (N/2) -1 
= > x(2r) (Wi)™ 4 W^. > x(2r + 1) (Wh)™ 
r=0 r=0 
(3. 1a) 
注意 
— 12(2 一 12 
W^. 三 exp| J n T) | = exp( SE) z= Ww» 
(N/2) -1 (N/2) -1 
X'(k) = > AIW y + W^. > x(2r + 1) Wr 
r=0 r=0 
F k pF N 
= G (k) + Wy fl (k) k -6,1, 7, -1 (3. 1b) 


AP, X CE) JJ x(n) BJ N A DET, TEUULAEFHWIA- N/2 点 DFT G* (k) A A (k) zn, 
两 者 分 别 是 x(n) 偶数 样 本 和 奇数 样本 的 DET 
X Ck): 周期 为 N, X (FE) =X (k+N)。 


CC), HO): JIE, CF Ck) SG O2) , IO) 2H O2). 


] 


XECE) =6"(k) + WA" (E). — kz0, 1, Ln 


法 


x 


A33 快速 


X¥ (k +) -GF(k) + WE*2 Hh (k) 





A S 


Wi = exp T= exp -jm)-2-1 





N —-12 N N 4 
由 于 Wit? = exp | Bafe A)| = wW = - Wh, 可 得 
XP (k+) =G" (k) - WU" (k) 5=0,1 -1 
XX (3.2) 在 图 3. 1 中 用 蝶 形 图 表示 。 
GF(K) XF(K) GF (月 X F(K) 
Wy = 
HF (k) X ee) H*(K) x (E 
Wh Wy -1 
a) b) 


Al3.1 3st (3.2) 的 蝶 形 图 
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(3. 2a) 


(3. 2b) 


对 于 每 一 个 k， 图 3. 1a 所 示 的 需要 进行 两 次 乘法 和 两 次 加 法 运算 ， 而 图 3. 1b 
所 示 的 只 需要 一 次 乘法 和 两 次 加 法 。 重 复 上 述 过 程 直至 产生 2 A DFT, Bl fxg, x, 
Xa, c. Xy 2l HJ N/2 点 DFT CG"(k) 可 以 通过 两 个 N/4 点 DFT 得到， 以 此 类 推 。 类 











Wh, XF AY CE) 可 以 进行 同样 的 操作 。 





G! (k) f H" (有 ) 均 需要 (N/2)” 次 复数 加 法 和 (N/A2)* 次 复数 乘法 。 计 算 V 点 
DFT X* (k) WEE N 次 复数 相 加 和 复数 相 乘 。 以 NW=16 为 例 ， 直 接 计 算 一 个 16 点 
DFT 需要 N^ 2256 次 加 法 和 乘法 。 而 通过 计算 C" (k) 和 H" (有 ) 仪 需要 计算 128 + 
16 2144 次 加 法 和 乘法 ， 从 而 节省 了 112 次 加 法 和 乘法 。 进 一 步 将 8 点 DET 分 解 为 
2 个 4 点 DFT， RADEN 4 42 08 DFT, G' Ck) Hl A’ (K) IIH 8 点 DFT， 各 需要 


64 次 加 法 和 乘法 。 这 样 的 算法 叫做 基 -2 DIT-FFT, 





N 点 DFT 在 频 域 的 分 辩 率 为 万 = T 
{X0 X1, X2, X3, X4s -> Xy 2，XN_1} 采样 间隔 = T 
| ( 频 域 分 辩 率 = A = f) 
偶数 样本 奇数 样本 
Ug; X2, X4, PER S Xy. 2l (N/2 A DFT) {X1, X3, Xs Xy} 
抽样 间隔 = 27 
1 1 
(BD IEE = OT ony 3 


fo) 
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[Xo Xa, Xg, i, Xy 4 JU. XG X19), KN_2} {Xp Xs) X9), Xy c3) Xp Xp Xp, Xy 1) 
N/A 点 DFT 采样 间隔 = 47 
1 
1 1 
i ( 频 域 分 辩 率 = fo) 


ANIA)T NT 


Xo XN/2 
2 点 DFT 
采样 间隔 = (N/2)T 


RE 
( 频 域 分 辨 率 = XNIST ^ NT fo) 


为 了 获得 NN 点 DET, 我 们 从 2 点 DFT 出 发 ， 当 每 一 级 回溯 到 上 一 级 时 ， 抽 样 
间 隅 均 以 2 为 因子 。 这 就 是 时 域 抽 取 法 (DIT) 命名 的 由 来 。 而 此 时 频率 分 辩 率 丰 
保持 不 变 。 

下 面 以 N=8 为 例 介绍 基 -2 DIT - FFT 算法 。 


7 
正 变换 OXF (kh) = X x(n) WP | kz0,1,-,7 
n=0 


RÆ x(n) = XJ n 20,1,--,7 
XxF() M Nig X2, X3, X4; Xs, Xg X7} 
3 级 
GF (k) — (Xo, X2, X4, X6} 


2 级 一 一 


AF(K) — (xo, X4} {x2 xg) —B'(k) CHA) Gy. xs} Q8 X7} — D'(K) 


X0 X4 X» Xg X| Xs X3 X3 


(X1, X3, Xs, X7} —HF(k) 


GF(Kk) Té (xo, x», x4, X6} H DFT AF (k) Æ (x, x4} 的 DFT 
BF(k) Œ (x^, x5 Mif] DFT 
H* (kd (xj, x3, xs, x; B] DFT CF(k) FE (xi, xs} BJ DFT 


DF(K) Æ (x, x7) DET 


X'(k) = [G*(k)] + [WgH*(k)] & =0,1,2,3 
X (k +4) = [G*(k)] - [WeH ()] 

G'(k) = [A*(k)] + [WIB (kK)| k=0,1 
G' (k 4-2) = [A*(k)| — [WB" (&)] 

H'(k) = [C'(5] + [W2D"()]. k=0,1 


$33 快速 算法 
HF (k-+2) = [C*()] - [WED H] 
AF()] [1 LA BED)| [1 1] f% X) B (0) 
APO ap excea BFay| |1-1|Uxe D 
Œo] |1 iff Œo] |1 1} fs 2 
CF) [1 -1]\%s Cdl} 1-1] 


G* (0) = AF(0) + BF(0) 
GF(2) = AF(0) — BF(0) 





H*(1) = CF(1) + W,DF(1) $ 


H*(3) = CF) - W,DF(1) 


H*(0) = c*(0) + DF(0) 





H*(2) = c*(0) - DF(0) 


表示 为 矩阵 的 形式 


|| 1 ik MM 
GF (3)] L1 -1/]]0 WJ LBP (1) 


G'(1) = AF(1) + WBF) AF (I) GF(1) 
G'3)- AQ) - WaB (1) Br) GF(3) 
Wa = 
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ZE N =8 FÆ -2 DIT - FFT, 将 式 (2.13) 所 示 (8 x8) DFT 和 矩阵 的 列 回 量 以 


反比 特 顺 序 (Bit Reverse Order, BRO) 重组 如 下 . 


列 一 0 4 2 6 1 5 3 7 
X" (0) 1 4 1 l l 1 1 l 
X" 1 1 Ww -WY WwW -W w^ -W 
x 1 1 =i -] W? W^ sp -W 
X* (3) 1 -1 -W Wt Ww å -W w -W 
X'(4)| |l 1 1 EF -1 -1 -1 -Il 
XF(5) 1 -1 Ww -W -w WwW -W Ww 
X* (6) 1 1 -1 
X* (7) 1 -1 -W Ww -W Ww -w W 
此 处 W=W,, We = Were’ 

TAFE EMEEK T (Sparse Matrix Factor, SMF) 为 

p m (diag [[4,], W, Wi, Wi, Wi) 


(40 2 C I 


基于 这 种 分 解 方法 的 DIT - FFT 流 图 如 图 3. 2 和 图 3.3 Aras. 


行 
x(0) 
x(4) 
x(2) 
x(6) 
x(1) 
x(5) 
x(3) 
x (7) 


ON Un BPW Ne c «— 


~ 


(3.3) 
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[z] o O 
Ws, 
O Ws : 
Ws 
AF (0) Fo 


< 2X NN. 


ZEE LNS PLN. 
-1 We 1 W -1 
LW [z] [7] [n]: 
ES "d UJ Wel 750 | [ul ou 
a ^n O [z] ] O dM] [n] [74] - lu] 
O der d A -[z] 
TAE 
id —1 


图 3.2 N=8 时 基于 SMF 的 FFT 流 图 (36 -2 DIT-FFT) (W; =exp ( -j27/8) ) 


3.1.1 N=8 时 IFFT AREAS 


变换 序列 为 日 然 顺 序 。 
数据 序列 为 反比 特 顺 序 。 


CI ^ f ^ f ^) |, mi) 
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x(diag[[4,], W, W;!, W;*, "en 


根据 这 些 SMF 画 出 流 图 。 





BRO 指 反 比特 顺序 (Bit Reversed Order) NO #§ B AXI Ff (Natural Order) 
数据 问 量 A5 P [8] Ee 
x() XF( ) 

AF(0) GF (0) 


XS 
XN 
ASI o 


WV 


| ^ NN FEM | 
7 AON. 7 
[3.3 N=8 Hf FFT WA] (Æ -2 DIT - FFT) 
(加 法 24 次 , 乘法 5 次 ) (W; =exp ( -j27/8)) 
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3.2 基于 稀 蚊 和 矩阵 因 式 分 解 的 快速 算法 


将 [WX ] 的 行 按 反比 特 顺 序 ( 见 表 3.1) 重新 排列 ， 则 可 将 其 分 解 为 logyN 个 
Mii AR VE , B] | Ww | Bro E | A, | | A, | See LA eas] o 其 中 ， N 为 2 EA) BE BURA (这 里 
未 给 出 稀世 矩阵 因子 分 解 的 证 明 ) o AN =8 为 例 ， 这 一 过 程 为 


= [WS ] snoxNo (3. 4) 


表 3.1 N=8 时 的 反比 特 顺序 


目 然 顺序 





由 于 DFT 矩阵 [ Wy ] 是 对 称 的 ， 则 有 
XNo = CL Wy lero)” Xpro ug 
式 中 ,[ WX] 和 [ WW ] pro Æ N =8 时 的 定义 见 式 (3.6) 和 式 (3.7) 。xNo 和 xpRo 分 
别 是 上 自然 顺序 和 反比 特 顺 序 下 的 数据 问 量 ，XNo 和 Xpro 分 别 是 目 然 顺序 和 反比 特 顺 
Fe RAY DET 向 量 。 
DFT 


8 点 DFT 


7 . 
X'(k) = > x(n) exp ae k -0,1,:,7 
n -0 


IDFT 


7 : 
an) = XY ep [Ta] n = 0,1,1,7 





1 8958 个 根 均 匀 分 布 在 单位 圆 上 ， 相 隔 4$" (U,E 3.4), BI Wz =exp( - j2am/ 
8), m=0, 1, =, 7, 

















第 3 章 快速 算法 
(8 x8) DFT 矩阵 数据 向 量 
XF(k) n=0 1 2 3 4 5 6 7 — x(n) 
X (0) 1 I 1 1 1 Í 1 1 «C0) 
X(0|l1 Ww Ww w -1 -w -W -W||x(1) 
xD) 1 Ww? -1 -W | Ww? -1  -W | 402) 
x) 1 Ww -y? W _] -W Ww? -W || x(3) 
X(4)| |l -1 1 -1 1 -1 1  -1 || x(4) 
X(5)||1 -w W -w -1 Ww -W wW [|x(5) 
x(6||1 -W -1 W 1 -W -1 JW [||x(6) 
xX] U -wW -W -w -1 W w w JLx(7) 
此 处 W-W,, Wi = Ws (3.65 
Xp AK AE P 
通过 将 DFT 矩阵 的 各 行 按 反 比特 顺序 重 排 列 (0,2863. 1) , 8 DET 可 以 表示 为 
ae x(0) M ET 
ha x(1) 
X* (2 x(2 
Pa SN do 
R =| DFT XE KEK íT P 
反比 特 顺 序 排列 
X (5) x(5) E 
X* (3) x(6) ae x (n) 的 DFT 为 :平面 圆心 在 原点 单位 
X'(7) aT 上 等 间距 排列 的 8 个 点 (CN 1 898 TR, BP 45°) 


We =exp (-j27m/8) m=0, 1, =, 7 


注意 ， 由 于 DFT 保持 不 变 使 得 XP (k) 也 要 按 反 比特 顺序 排列 。[ 8] pp FES ATE 
反比 特 顺序 排列 后 的 (8 x8) DEFT, ZEER, W= We. 


d l: 1 1:1 1 1 1 
41 a: 1 Ajil -1 1 d 
21 Wei -l -Wil we - w 
本 61 Wil Wo WW » 
po yy? Wild Ww Jy) y | 
5S1 -W W? -)i- W -w2 W 
3} 1 yw? jy? W 一 1 W? w? W 
T1 W -w -Wi-1 w^ Wr W 


DFT 矩阵 的 各 行 按 反 比特 顺序 排列 
b x4) : (4 E 


-T-2-2-2-2-22-2-2-22-2-2-2p----2-2-2-2-2-2-2--- 


(4x4) : (4 x4) 
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WEE: [ W3" | pro 

注意 : 1) X (3.7) 中 ， 上 方 两 个 (4x4) FRE PEIN; 2) 5X (3.7) 
中 ， 下 方 两 个 (4x4) PREM EAM, 该 (8x8) DET IERE (ITA 5 eRe 
Fe) MERKT (Sparse Matrix Factors, SMF) 如 下 (未 给 出 证 明 过 程 ): 


[ W3" | sno =[ A; ][ 45 ]L A5 | (3. 8a) 
1 wW 1 Ws 1 Wi 1 W 
| A, | = diag | , 2|? BE 3 | 
1 -WJU -We) ll -wj -W; 








A 1-| En | (3, 8d) 
Lik] -[4] | 
1000 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
[a] lu PAS en 
A, |[A,] = - 
Ha 1145] B [o] JLE] -[n]J LEb] -[è] 
la] 0 0 0 
|0 [8] 0 0 be oe 
[A | [Ay ] [Az] = 0 0 [y] o (tal -re 
0 0 0 [6| 
[a] [a] [a] [a] 
[B] [B] [B] [B] P 
=Í ty] -w2[y] -[y] wiy] |^" imo 
[6] -Ws[6] -[ó] W;[ó] 
注意 
Q1 0 
diag(@,,,@.,°*',@,,) = ^ n TAT FA FE 
; 


nn 


[X (k) | BRO E [A JL A; | | A; | | x(n) | = [A JL Ap | [x (n) ] 
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3 


- [4] Ix? (n)] 





sp od (3,9) 
Am 
[x (n)] 2 [A4 ][x C0) ], Ex? (3)] 2 [A5 ] Ex? (0) 1, 
[x (n) ] [A41 Ix? (0) ] 
"T Ex EN Wella] | _ | 
LEA] Wl) LEA] i - Ln] 
[b] WiL] : hj [R] 
0 0 
[L] -W€L| L] -lb 
[A,] &| mnn Lj mme = 
[lL] WLL] Lh] Wel hd 
0 0 
[L] -W[b] [L] - Web] 
0 | 
ma O 
Hel aa 
1 ls 
dq 
pb MN ru": , (0, 2, 1, 3) 是 (0,1,2, 3) 的 反比 
特 顺 序 排列 
E 
id -W3 
10 1 0 
[bh]: Web] | o0 1 0 1 
[L5 | | - WELL | (110 -1 0 
01 0 -1 
10 Wi 0 
[5] i WUL] 01 0 W 
Es : nt 10 -W 0 
01 0 - Wi 


[X (k) | BRO = [ A, | | A, | | A; | [x(n) | 
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1000:1 0 0 0]rx(0) 
01 00:0 1 0 0 |x(1) 

00 10:0 0 1 O |x(2) 
ts» rra rw Ec se ien: 
0100: 0 -1 0 0 |ix(5) 

00 10:0 0 -1 0 |] x«(6) 

000 1:0 0 0 -I1l:x(7) 


X (3.8) 所 描述 的 对 [ W3" ] pro AY fe ABE Op Ee 8 A FFT 的 关键 。 图 3. 5 
给 出 了 基于 SMF 的 8 点 FFT 流程 。 通 过 使 用 图 3. 1 给 出 的 蝶 形 算法 ， 乘 法 的 数量 
可 以 减少 一 半 。N =8 时 的 FET 需要 24 个 加 法 和 5 个 乘法 。 从 该 例 可 以 看 出 ， 当 算 
阵 的 各 行经 过 反比 特 顺序 排列 之 后 ，DFT 和 矩阵 不 再 像 式 (3.7) 那样 具有 对 称 性 。 
将 图 3.5 所 示 的 FFT (N 28). 流程 做 下 列 调整 后 ， 可 以 用 于 计算 IFFT: 











数据 问 量 循环 计算 变换 向 量 
NO BRO 
XO wy HO #3 X^Q 


| Vj AN V X | 
1G = 4 


AM | 
I SEE 
INR 
TV 


-1 
[45] L45] 
[X OO] pro 411421143 1E x 09] 








图 3.5 FEF PME A JCA ]LA, ] BJ 8 2 FFT 流 图 
(W=W, =exp ( -j2m/8); NO RNA AIMS; BRO 表示 反比 特 顺序 ) 
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(1) 将 所 有 箭头 的 方向 反 转 ， 即 回 左 变 为 癌 右 ， 同 右 变 为 回 左 ， 回 上 变 为 回 
下 ， 回 下 变 为 同上 。 

(2) AEE XP (k) ]pro 以 反比 特 顺 序 作为 输入 ( 右 侧 ) 。 

(3) 数据 问 量 [x(n) ] 将 以 目 然 顺 序 成 为 输出 EM) 

(4) KATA Ae eee, MA W HIC WW" 

(5) 增加 缩放 因子 1/8, 

N =8 时 基于 SMF 的 IFFT 为 








1 ， ， 
Lx(n) | = LAS] ) C[A5] ) C[A,] eae sar (3. 10) 
通过 式 (3.10) 可 以 直观 地 画 出 流 图 。 
1 1 
a ae 
IN 
B EEN 
d W. 
I] —-w?, 
NEUE rae 
p O 
I] -W° | 
MEN a 
B, = NAMEN 
Wa 
il Ww! 
| — T1/5| 
EE 
O a 
ee AM E 
|] W! 
E mm 
sl 
A With) | 
BEA JW) 
[By] = ee C" 
| 
| 
| 
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B =| ete E al 
Us [J] | -| 4] 


对 于 一 个 行经 过 反比 特 顺 序 排列 的 (16 x16) DFT E, Hii ALE E AIF TA 
下 式 表 示 : 





[X Ck) ] pro -[B,]L By || B4 ]L B4 ]xCn) ] (3. 11a) 
此 时 有 WW= Wi =exp ( -j22/16) , W? = W, 
通过 式 (3. 11a) 可 以 方便 地 得 出 N 216 时 FFT 的 计算 流程 。N = 16 时 对 应 于 
rk (3.10) AY IFFT 为 


(x(n) ] =“ By] [By] *"[ By] 7 LB,] "LX" Ck) leno (3.11b) 


K 3.2 和 图 3. 6 所 示 比 较 了 DFT 与 FFT 的 计算 复杂 度 。 
表 3.2 & -2 DIT -FFT 与 原始 DFT 所 需 加 法 和 乘法 次 数 的 比较 


aie 3-2 DIT FPT 





N 加 法 次 数 法 次 数 加 法 次 数 
8 64 24 

16 64 

32 160 

64 384 





注 : 这 些 是 基于 O(NT) 次 原始 DFT 与 O(Nlog; N) 次 基 -2 DIT - FFT; 后 者 的 乘法 次 数 减少 
1,000 


800 


600 


乘法 次 数 


16 32 
数据 长 度 N ”一 


图 3.6 基 -2 DIT -FET 与 原始 DET 所 需 加 法 和 乘法 的 次 数 比较 
(图 中 实 线 为 原始 DFT， 虚 线 为 基 -2 DIT - FFT) 


EN 
oo 
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1,000 
800 
s; 600 
Es 
yt 
& 400 
200 
E 8 16 32 


数据 长 度 入 


图 3.6 基 -2 DIT- FFT 与 原始 DFT 所 需 加 法 和 乘法 的 次 数 比较 
(图 中 实 线 为 原始 DFT， 虚 线 为 基 -2 DIT - FFT) (4) 


此 外 ， 人 研究 人 员 还 开发 了 输入 输出 均 为 自然 顺序 的 基 -2 AE - 4FFT 
管 法 [5A10,LA11] 


3.3 基 -2 DIF -FFT 


53.1 节 介 绍 的 基 -2 DIT -FFT AW, 基 -2 DIF — FFT 可 以 通过 以 下 步骤 
实现 . 


N-1 
X'(k)* YxG)Wy | k20,1,--, N-1 N 点 DFT — (2. 1a) 
n -0 
式 中 ，N 为 2 WRU 
N72 -1 N-1 
XE (k) = x x(n) WN + 2, a(n) Wy = 了 + 区 (3.12) 
将 第 二 部 分 求 和 项 变 为 (S n=m+N/2) 
(N/2) -1 (N/2) -1 
v(m z ~ wga _ Y x(n A WW 
m=0 n=0 
因此 式 (3.12) 变 为 
(N/2) -1 me N ] 
X¥(k) = 2 x(n) W + WC > x(n «m, k20,1,-, N-1 
(N/2) -1 N ] 
X'(k)- > [Ca + (-1)8x(n + Jm, k=0,1,.,N-1 
(3. 13) 


由 于 WY = -1， 对 于 偶数 上 =2r 和 奇数 =2r +1， 式 (3.13) 可 简化 为 
(N/2) -1 N : 
F _ nr 
X (2r)= 之 [Cn) + x(n + +) |W (3. 14a) 
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YQreD- Y È f (n) -a(n +) | wor (3. 14b) 








又 因为 Ww" = exp | — = exp >| 12: = Ww» , 因此 


(N/2) -1 


FOs X [k +a(a + F) W 











X* (2r) | x(n) tafa EDT N/2 点 DFT r, n=0, 1, =, -1 
(3. 15a) 
类 似 地 
XF (2r +1) | x(n) -a(n | 的 M2 点 DFT r, n=0, 1, =, sol 
(3. 15b) 
A (3.15) 中 方 括号 内 表达 式 的 计算 流 0 [x60 x (n 5-) ] 
图 如 图 3.7 所 示 。 

No DFT 可 以 通过 式 (3.15) Prii " y" ION 
述 的 两 个 N/2 点 DFT 实现 。 同 DIT - 7072 — > Loa Q7 )] wes 
FFT 情形 一 样 ， 该 方法 也 能 降低 计算 复 
杂 度 ， 而 且 通 过 不 断 重复 这 一 分 解 过 程 “2 = 
( 即 分 解 为 前 半 部 分 样本 点 和 后 半 部 分 样 l 
本 点 ) 可 以 进一步 降低 复杂 度 。 下面 以。 no 1 Vom 
N =8 为 例 介 绍 DIF - FFT 算法 。 = 
3.3.1 N=8 时 的 DIF - FFT ET Mn=0, d, e, uM 

时 用 于 式 (3.15) 的 蝶 形 算法 

DFT 

7 
X'(k)* D a(n) W? k=0,1,.…,7 
IDFT 
x(n) = 一 ORIOL n= 0, 15 <4 7 


当 NW=8 时 , SX (3.15) 2 he. 


von» X, [0 «(s SV] pet 1.5 5 (3 3525 


a rd > [o -s(n + 2) riwe ad 1.5.3. (io 
n=0 


式 (3.16) 可 以 更 加 明确 地 表示 为 
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3 


Xr(2r)， 是 以 下 序列 的 4 点 DFTr=0, 1, 2, 3: 
1x(0) +x(4), x(1) *x(5), x(2) +x(6), x(3) +x(7)} 
X*(0) 2 [x(0) +x(4)] + [x(1) *x(5) ] + [x(2) +x(6)] + [x(3) +x(7)] 
XF (2) 2 [x(0) *x(4) ] e [x(1) *x(5) JW, € [x(2) *x(6) JW, & [x(3) €x(7) ]W, 
XF (4) 2 [x(0) &x(4) ] + [x(1) 4x(5) TW,  [x(2) *x(6) JW,  [x(3) +0(7) JW, 
XF (6) 2 [x(0) x(4) ] e [x(1) *x(5) JW; € [x(2) +2(6) JW, & [x(3) €x(7) ]W, 
X"(2r4+1) 是 以 下 序列 的 4 点 DFT 
[x(0) —x(4), [x(1) -«(5)]W,, [x(2) -x(6)]W, [x(3) -x(7)]W} r=0, 1,2,3 
X (1) 2 (x(0) -xz(4)) + (x(1) —x(5))W,  (x(2) -x(6))W  (x(3) -x(7))W, 
XE (3) 2 (x(0) 2x(4)) +[ (x(1) -x()) W TW, € L(x(2) -x(6)) IW, 
+[(x(3) -3(7))) W 1W, 
XF (5) 2 (x(0) -x(4)) +[ (x1) -x(5)) W, JW, € [(x(2) 23(60)) WW 
+[(x(3) -x(7)) W 1W, 
X (7T) 2 (x(0) -x(4)) & [(x(1) 2x(5)) W, TW; € [(x(2) -x(6)) WW 
+[(x(3) -x(7)) WW, 
3X (3.16) 中 每 一 个 4 点 DFT 均 可 以 用 两 个 2 点 DFT 实现 。 因 此 8 点 DIF - DFT 
可 以 通过 3 个 步骤 得 出 : 步骤 了 ,2 点 DFT ( 见 图 3.8) ; JII, 4 点 DFT (JLA 
3.9); ARM, 8 DFT ( 见 图 3.10)。 将 这 一 流程 与 图 3.5 所 示 对 比 ， 可 以 看 出 


两 者 具有 相同 的 架构 ， iN 少量 调整 。 图 3.3、 图 3.5 和 图 3. 10 所 示 举 例 说 
明了 多 种 基 -2 FFT 算法 。 个 步骤 可 以 是 基于 DIT 分 解 的 ， 或 是 基于 DIF 分 解 


数据 序列 变换 序列 
0) Q F 
"OF oe | | om 
2)Q O xF(2 
K CBAR E j 
x(3) OOK DFT © XF(6) 
HOOL 


s PR CENA 
4 vy 

x(5) ZAN DFT O x (s) 

, PNT a 

x(7) d DFT 


O XF(7) 





























图 3.8 用 频 域 分 解法 将 8 DFT 分 解 成 2 点 DFT 的 流 图 (Wy = We) 
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的 。 这 样 就 产生 了 基 -2 DIT/DIF - FFT 算法 (和 TIFFT 算法 ) 。 图 3. 10 所 示 的 SMF 
表示 为 


[X* (k) Jpro =[4 1L 1045 [4] [As] (x) J (3.17) 
数据 序列 DFT 序列 
x(0) Q O O x*(0) 
AD e opm 
x(3) XS O xF(6) 
x(4) H O xF(1) 
» NOT m 
x(6) LEN O xF(3) 
"EA LÀ " 





图 3.9 用 频 域 分 解法 将 点 DET 分 解 成 N/2 点 DFT 的 流 图 (N28, Wy 2W,) 
数据 序列 变换 序列 
x(0) Q Ec e O XF(0) 

UNA | 
x(1)Q Ze ss OX (4) 
xQ) NY, XxX - - we an 
7 Vo VEL É 
(3) KI . (6) 
x(4) 4 XXX =< - O XF(1) 
» PROT SUA mE "cd 
x(6) LINN XX na O - O XT (3) 
» "PAX CA Ge "n 


M 


图 3. 10 ”用 频 域 分 解法 将 8 点 DET 完全 分 解 的 流 图 ，W = We 


Lir 4) f 4) f 4) f aJ as) 


diag(1, 1, 1, W, 1,1,1, W,) =[4,] 


D 
(E 


; 
pis 
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P» [Ly | ]- 1 
[h] -[h]] ^ 

通过 对 图 3. 10 所 示 的 进行 与 图 3.5 所 示 类 似 的 修改 (ILI (3.10) B BS RL 
wR), ， 即 可 实现 8 点 DIF -IFFT。 

基 -2 DIF -FFT 的 算法 总 结 如 下 (为 方便 标记 ,分 别 用 x, FX, 代替 x(n) 
和 XY (k)): 


] 


xpo | NAV DET(N=2") T 


esr Ue 


(Xo, Xi, X2, X4, X4, Xs, Xo, X7, Xg, t, Xu-45 XN-35 XN-25 XN-1) 


: | 2 
Wü Try A Taa y NR ON as qup Wis X2 7Xx Wy 
2 5 *1 2-1 A - i 7 +2 i 


J 3a +1 
l mE 7-1 
E ME de ome] 





如 上 所 示 ， A N 点 序列 可 以 分 解 为 两 个 N/2 点 序列 ， 进而 可 以 用 这 两 个 N/2 
点 DFT 得 到 原 N 点 DFT。 将 这 两 个 N/2 点 序列 记 为 


. N 
(Yo. Yis Y25 V¥35 s y3 2 y; —Xi THD Hi jx. l; iain 5-1 
和 
( EN N ) =i )W, ;—-0. 1. -e Ny 
£9, 415 425 Z3, ， 25-1 ， 4) 一 人 Xi 一 X. L=VU, , , 9) 
将 (yo, Yis Ya. Ya» ^U» Yow) -1) 进一步 分 解 为 如 下 两 个 N/A4 点 序列 : 
(ya. Yis Yoo ¥35 s JA 3? YH 9? vy) 
1 2 
Jut xS DICTOS. 4779. Xx OFDM. Qo d 区 -Yss Yr-yx , |Wa, la 一 yw A, 
4 atl 4 -1 7-1 : 4 atl 5 à +2 2 


1 


: : 
—— ed i : TE | | A 
qva T o NARDY Una 78a JP 
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对 eF £1» 425, 235 ''', Z(N/2) -1) 做 类 似 操 作 。 重复 上述 过 程 直 到 获得 2 
序列 。 


3.3.2 ” 原 位 计算 


图 3.7 给 出 了 DIF - FFT 算法 的 基本 组 成 模块 一 一 蝶 形 图 。 由 于 计算 第 m+1 
列 p 和 9g 位置 的 输出 时 ， 仪 需要 第 mm FU p 和 g 位 置 的 数据 。 因 此 ， 如 果 将 x, ,1 (p) 
和 x .1(9) 分 别 存储 在 x, (p) 和 x (gq) 的 位 置 ， 则 仪 需 要 一 列 N 个 寄存 大 就 可 
以 实现 DFT。 这 样 的 原 位 计算 仪 适用 于 当 蝶 形 图 的 输入 和 输出 节点 在 水 平 位 置 上 相 
邻 的 情形 。 然 而 ， 原 位 计算 使 得 DIF — FFT 变换 后 的 序列 以 反比 特 顺 序 存储 ， 如 图 
3. 10 Bras! ^21. 











3.4 # -3 DIT -FFT 





截至 目前 ， 我 们 研究 了 基 -2 DIT, DIF 及 DIT/DIF 算法 。 当 数据 序列 的 长 度 
N=3'(1 ARR) 时 ， 可 以 用 下 面 的 方法 推出 基 -3 DIT - FFT BE. 
将 式 (2. 1a) 改写 为 








(N/3) -1 T (N/3) -1 CET (N/3) -1 Gra 
F r r+ r+ 
X, = > %3,W 十 > X344 Wy + X3r 2 Wy 
r=0 r=0 r=0 
yw" - ( ] 3rk) = ex ("x)= rk 
N HE prende N/A Z "N3 
(3. 18a) 
(N/3) -1 (N/3) -1 ( N/3) -1 


F rk k rk 2k rk 

A, = 之 XarW ys + Wy 之 Xarri Wa + Wy 2, X3r+2 W y3 

F F k pF 2k AF 

X? = A? + WBE + WC! 

AP, A, B, AC, 都 为 W3 点 DFT。 它 们 分 别 是 (x0，x3，%6，*…，%w-_3)， 


(Xis Nis. ag t, Xy 5) 和 (5: Neg Nes Aes xa) 的 DFT, 因此 这 几 个 子 序 
列 以 N/3 为 周期 ， 有 


F _ AF (k+N/3) pF 2(k+N/3) AF 
XNA =A, Wy b, » Wy C, 
F k pF 2k AF (3. 18b) 
- -j27/3 - j4n7/3 
=A, +e WB, +e WC, 
F Em: (k+2N/3) pF 2(k+2N/3) AF 
Á ON, =A, T Wu B, = Wy C, 
(3. 18c) 


F -j4T/3 wk pF —- Qm/3 2k pE 
= J J 
A, +e Wb, +e W C, 





N3 = 2m N N/3 qpgN qp 3 _ N3 
Wy -ep Í N s | exw - j27//3 ) AW, =W Wy, =W, 








xt (3.18) 0 -IRE 重复 这 一 过 程 直到 原 序列 分 解 为 多 个 


3 点 序列 。 则 式 (3.18) 用 和 矩阵 形式 表示 如 下 
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F F 
Ay 1 1 l A, 
Se =| 1 ume eT™ WB, Bae Ta og $e 
À ] e A-3 -jn/3 T 
x, +2N/3 Wy C, 


XX (3.18) 的 流 图 如 图 3.11 所 示 。 将 序列 1x(z) 分 解 为 以 下 3 个 序列 : 
(xo, X5 , Xe , EE Xy. 3), CR X4 , X7, Utt, Xy. 5), (x5, Xs , Xg , did Xy 4) 每 个 序列 长 
一 37| 一 ABT k— 3T k— BEA N/3 


XP RIIN fy = 

AL, By ALC, RSA BEB a= NT alo: 

频率 分 辨 率 不 变 ， 时 间 分 辩 率 从 37 AE 
变 为 7， 因此 该 算法 称 为 时 域 抽取 法 
(DIT) 。 将 这 些 序列 中 的 每 一 个 进一步 — wis 
分 解 为 3 个 MW9 点 序列 ， 并 一 直 重 复 这 一 
过 程 下 到 得 到 3 点 序列 。 这 就 是 基 -3 ww cF 
DIT - FFT, 5% -2 DIT - FFT ÆW, N 








k=0,1, =, 7-1 
i DFT(N =3') 由 3 点 DFT 开始 ， 自 下 2 
而 上 逐步 实现 。 所 有 基 -2 算法 的 优点 对 Al3.11 st (3.18) 的 流 图 


于 基 -3 算法 都 成 立 。 
3.5 基 -3 DIF -FFT 


与 基 -3 DIT - FFT ŽW, 4 N 23' (1 是 整数 ) 时 也 存在 基 -3 DIF -FFT 


算法 。 
DFT 
N-1 
X = DWY  k20,1,-,N-1 (3. 19a) 
n =0 
IDFT 
N-1 
DE Es x'w™ n=0,1,°,N-1 (3. 19b) 
n NS k N , , , 
DFT 
: (N/3) -1 ; (2N/3) -1 ; N-1 f 
X, = 2 Lae + > x, Wy + > x, Wy (3. 20) 
=0 n =N/3 n =2N/3 
(Il, 不 分别 对 应 it (3.20) 的 3 个 求 和 项 ) 


P n2m-N/3, RMM Ill n 2m (2N/3) , WE 
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(2N/3) -1 ; (N/3) -1 — ven = r 
II = » x, Wy 一 » Xm+N/3 Wr 一 Wy >, X m+N/3 Wy 
n=N/3 m =0 m 20 
(3. 21a) 
v p." (m42N/3)k QNAM NS k 
It = > Xn Wy = >, X m+2N/3 Wr ES Wy 2 Xm +2N/3 Wy 
n =2N/3 m=0 m = 
(3. 21b) 
其 中 
(N/3)k -j2T N,| |. paa 
Wy -ew[ W ER i 
(2N/3)k _ -2"2N,| - j4nk/3 
Wi -ew[ N 3 i) -e 
因此 式 (3.20) 变 为 
; (N/3) -1 | | : 
A= 2 [x te Pu oua e mE. ana Wy (3:22) 
n=0 
HS k=3m, k=3m+1, k=3m +2 (其 中 m=0, 1, =, (N43) -1), WA 
; (N/3) -1 
Aa. = 2. [X 十 Xan + x, v3] Wh (3. 23a) 
n=0 
BIA (x, +%, 443 TX, oN ) HJ N/3 点 DFT, n=O, 1, cbe (N/3) —l, 
! (N/3) -1 | | 
Xu > {[x, + (e272)x, A + Qe uo TET Wi,  (3.23b) 
n=0 
即 为 [x +(e”. ana +(e TO a iov] W Hj N/3 53 DFT, 
类 似 地 
(N/3) -1 | | ; 
X. > {Lx, + (e72)x, 4 + (e 977). on Wa | Wr (3. 23c) 
n=0 


BIA Lx, +(e”. x va +(e A x, ov] W^ HJ N/3 xi DFT, 
基 -3 DIF -FFT 可 利用 这 三 个 N/3 点 DET 实现 。 
每 一 个 N/3 点 DET 的 求解 均 基 于 N/3 点 序列 的 线性 组 合 。 重 复 上 述 分 解 过 程 
直到 获得 3 点 序列 。 
3 个 N/3 点 序列 〈( 见 式 (3.23) ) 如 下 所 示 : 
1 1 1 x 


W (1 e 723 ete) 





n 


Xn 4 N/3 n -0, l, dio 


? 


zo! (3.24) 


2n -i47/3 -ji27/3 
W ] e^ ed 
N ( ) Xn +2N/3 


式 (3.24) 可 以 用 图 3.12 25 i xh. A (3.23) 给 出 了 基 -3 DIF - FFT 算 
法 。 例 如 ， X, 是 (x, +%, na +% ona) 的 3 点 DFT, mm=0，1，…，(MW3) -1。 
将 原始 序列 的 NN 个 样本 点 x, ， 重 新 组 合 为 如 下 的 N/3 个 样本 点 , m=0，1，…，NV-1: 
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: 2n 
e J2n/3 W N 


图 3.12 式 (3.24) 的 流 图 


| (xo  Xyj3 +X), (x + X(N/3) +1 + XN) 41) ，“ (X(N/3) -1 + %(9N/3) -1 +%y_1) | 
则 这 N/3 个 样本 点 的 时 域 分 辨 率 为 了 ， 而 N/3 点 DFT 的 频 域 分 辨 率 为 
1 3 





(NBT NT ^ lo 
对 于 N ADET, 340485 PER A 1/NT = fo. 
从 N/3 点 到 六 点 DFT 意味 看 频 域 分 辨 座 降 低 了 3 E, BIA 3 fo BEB fS, miT 
域 分 辩 率 保持 不 变 。 因 此 这 一 算法 称 为 DIF - FFT。 易 知 通过 在 每 一 步 进 行 适当 的 
分 解 操 作 ， 即 可 实现 基 -3 DIT/DIF - FFT 算法。 图 3.13 给 出 了 当 w=9 时 基 -3 
DIF - FFT 的 算法 流程 。 基 -2 DIT -FFT 和 基 -2 DIF — FFT 算法 的 所 有 优点 对 于 
基 -3 FFT 算法 同样 成 立 。 











xs x 
0 ES r 0 
P dili 
NX 7 0 "ES. 
SK OW XA Wy 
à TOC CONS 
LAM: , 


图 3.13 N=9 时 基 -3 DIF -FFT WE (CHP Wy =W) 
3.6 NN 为 合 数 时 的 FFT 


当 NN 为 合 数 时 ， 存 在 混合 基 DIT - FFT, DIF -FFT 4l DIT/DIF - FFT 算法 。 今 
N z2pipo*p, =p191, qi =p2p3…P 7 P242» d2 ^ Papa" D, 
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以 N=12 为 例 ， 这 一 过 程 摘 述 如 下 。 
[Gl] N=12, p, =3, q, =4 
N=12=3x4=3x2x2, N=p1igi 
为 求 出 DIT - FFT, 将 12 点 序列 分 解 为 


(Xo, 4d kay Agy May Ms Ags ATG Aga ovg. Aif X11 ) 


( Xo, X3, Xe, Xo ) , 《 X45, X7, X19) , ( x5, X55 XQ, X3) FE -3 


(xo, x6), (x4, x9), (X, x7), Qa, Xio), (0, Xg), yon Æ -2 
这 是 基 -3/4 -2 DIT - FFT 算法， 具体 算法 的 实现 参考 前 文 介绍 的 基 -2 和 基 -3 
算法 。 
为 求 出 DIF - FFT， 将 序列 分 解 为 

(Xo, Xi, X2, X3, X4, Xs, Xg, X7, Xg, Xo, XQ, Xj) 

(xo, X1, X3, X4) (X4, Xs, Xg, X;) (Xg, Xo, XQ, xu) Æ-3 

(xo, x1) (x3, x3) (x4, xs) (x6, %7) (xg, x9) (xi, x4) Æ-2 
基 -3/ 基 -2 DIF -FFT 算 法。 通过 在 每 一 步 选 取 适 当 的 分 解 方式 ， 则 可 实现 
-3/ 基 -2 DIT/DIF 算法 。 


m OS 
Pn 


3.7 # -4 DIT-FFT "^ 


当 序列 的 长 度 N 24^ (n 为 整数 ) 时 ， 可 以 推出 基 -4 DIT - FFT fI DIF - FFT 
算法 。 与 前 文 类 似 ， 序列 x, ANA DFT OR, n=0, 1, =, N-1: 
N-1 
_ nk _ - jn 7 e NL 
Y, : exp[ 7) Lun d. sed (3.25a) 


类 似 地 ，IDFT 为 


N- 
X, - iXX y. n-0,1,--,N-1 (3. 25b) 
式 (3.25a) 可 以 表示 为 
N/A-1 ; N/4-1 ae N/4-1 ney N/4-1 — 
Xx, 一 2. xa, WY = 2. X4n 4] Wy t 十 >, X4n42Wy t 十 2. dana Wy 
n=0 n=0 n=0 n=0 


(3. 26a) 
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N/4-1 ; N/A-1 f , (a : NL ; 
A, = DAA ) + Ww | PET Vy | + Wy | D, x 2 Wa | TM | 2, ra We | 
n=0 n=0 n=0 n=0 
(3.26b) 


式 (3.26b) 可 表示 为 

F F k pE Ak AF 3k FF 

X, A, -W.B, +W, C, +WD, k=0, 1, =, N-I (3. 27a) 
XP, AL. BL. C, RID, 为 W4 点 DFT， 因 此 它们 均 以 N/4 为 周期 。 于 是 


Fo AF TAKE+4PEF , g2(&«Z)eF , (ett) pF 
X Qu PU CUBE Xp CA DE 


k 
-AE w^ pF Ly? ct uio pr E20. poe A] een 
zu cU Le ad T y BE 
类 似 地 
F F k pF 2k AF 3k nF N 
X, x =A, EJ FW =D, k=0, 1, =, 4 1 (3. 27c) 
F B . cake ak | N 
X, =A, +jW,B =W C -jW.D, k=0, 1, =, 41 (3. 27d) 
XX (3.27) 可 以 用 矩阵 形式 表述 为 
F F 
X, 1 1 1 1 A, 
F k pF 
A N/A Ll =j -l j | WB, N 
i 一 -— k=0, 1, ; 4 1 (3. 28) 
XN l zu l dl Wy C; 
F 3k 0 
Measwal Ll j -1 -jj Py D, 





图 3.14 由 4 个 N44 点 DFT 得 到 NN 点 DFT X 


将 原始 NN 点 序列 (采样 间 隅 为 7) 分 解 为 4 个 N/A AFI, 〈 这 是 一 个 迭代 的 
过 程 ) Un PIN: 


| x0 ， Xis X5, X3, X4, Xs, "7, XwN.35, Xw.2, Xy 1] 


62 


F F 
A, B 


Xos X4, Xg, X], 


n) BL, X5, Xo, X13, 


F 
C. 


ZEE X65, X]9, X14, 
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上 
D, 


Ubi. X7, My, Xi, ct] 


4 个 N/4 点 DFT (N 24") 


Lm peris |X4n 32] » (xan a3 | 


F 
A, 


n=O, 1, 


1 


? 


NO 
4 


{ XQ ， X45 Xg, X12, %165 Xoo, X24», Xog, X32, X365» X405 X44, X485, X52, X56», 


—| 4T | * 一 


F F 
E, F 


(A9 , X165 X325 X48, pr F X505 %365 X52, 


| 167| — 
点 


dy 


A, 为 N/A 


DFT; Ej, Fis G, FL H, X N/16 m 


F 
G, 


2n Ag , Xag, X405 X*sg, 


F 
H, 


bd. Mog, Kaas Neos °° 


DFT, HE. F,, G, 和 HH 得 到 


k 


A' 。 重 复 这 一 过 程 得 到 其 余 的 3 个 N/4 DFT B, C, 和 六 。 该 过 程 类 似 于 基 -3 


DIT - FFT (Ji 3.4 57), 


下 面 以 N 264 为 例 介 绍 基 -4 DIT -FFT 的 实现 方法 。 


ENE 51, 45 , 43 , XA. Vs 4 ， 43. XQ, Ag , 410 ， 511» 112 | dn 


第 1 步 


EOE 4A s te, 412 4 ner 


I^ 
Il 
A, 
ips. “iw. Xos Ws '", X80 
F 
D, 
X15 X5, X9, X13, "'', Xgl 
F 
C, 
X55, X65, X105 X14, EC 
F 
D, 
X35 X75 Xi» X15, ， X63 | 


^ | D. At j [^ LEN 
, tso | ESE is, ïg, 413 : 


F 
x, 


she) Os ee ios te 


12x0 ， 
| xs ， 
EE 
| xo , 
(45, 
| X10 ; 


coe 


X165» X32, 


k 
X94 5 X40, 
F 
L 


3175 X33, 


k 
X505, X41 5 

F 

M, 


X185 X34, 


k 
X76 9 X42, 


Q, 


X195, X35, 


AGS DASHING] 1.9604 #59» 760, t61: %62» “63 | 





, A 43, May tijs 91s "s 63 | 
F 
Fi 
Ns coe X505 X36, X55 | 
F 
H, 
X56 | , EF Xog ， X44, X60 | 
F 
J, 
X49] ， [Xs ， X515 X37, X55 | 
F 
L 
X57 上 ， | X43; X59, X45, X61 | 
F 
N; 
Xsol ， | X6 ， X22 ， X38, X54 | 
F 
P 
tose} as X30 5 X46, X» | 
F 
R; 


X5l | ， CT X53, X39, Xss | 
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F F 
S. lip 
Xp s X375 X243, Xso | , | X45 X315 X475 %63 
(N 264) X, 
F F F F 
(N=16) A, B, C, D, 








I KO AF Fo HQ — 站 KF pF F Fo AF FF aF EKo oF mF 
(N=4) E, F, G, H, L J, K L, M, N, O, P, Q, R, 5, T, 
E, , Fi, 00, T, 284 && DET, [SII TEUE— 21b E. 
N 点 DFT (N=4™, m 为 整数 ) 
| Xo, Xis X2, X3, X4, Xs, '', XN-35 XN_-25 XN 1] 
— | T | 
Lx -—" 
NT 
(X9 ; X45, X8, X1], dd, X5, X9, X13, dix, X65, X19, X45 dS, X57, X35, X55 "777 
—|4T | —|4T K— —|4T | —|4T | 
NECS 1 1 
频 域 分 辩 率 为 Se 
N NT 
AT 


TER N 点 DFT 的 过 程 中 ， 其 频 域 分 辨 率 不 变 ， 但 是 时 域 分 辨 率 减 少 了 4 倍 。 
因此 这 是 DIT - FFT, 
4 点 DFT 为 


3 
X, = EV, k 20,1,2,3 (3.29) 
W, =e Pm =e-in2 = j, W =1， W = =]. v =j 
f 
1 1 1 1]0 
1 -j -1 1 
n, k=0,1,2,3 [W']= 
4 1 -1 1 -1|2 
1 j -1 xs 
(4x4) DFT 矩阵 
将 各 行 按 反比 特 顺 序 排列 ， 有 
1 1 1 l 1 1 a 
| | 8 Vind: [hb] 
ERI om om Es n ne | 
SUME -j -l j o il -让 [Co -Lo 
l j -1 -j Lj 
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4 点 DFT 的 流程 图 如 网 3. 15 所 示 。 





j 
Al 3.15 4 点 DIT - FFT 流程 图 


【 例 】 N=16 时 的 基 -4 DIT -FFT 


4, 


| Xo, Xis X5, X3, X4, X5, Xo, X7, Xg, Xo, Xios Xil» Xjo5, Xi3, X14, Xis | 





[X95 X45, Xg, Xo | (X1, Xs, Xo, Xi3] (X2, Xe, X10, X14| | X5, X75, Xil» %15 
以 上 四 个 都 为 4 点 DFT。 
3 3 
F nk k nk 2k nk 
xí Xu CL Xam) (sav; ) 
7 : g (3. 30a) 
3k k 
+ Wag (E xan | 
n=0 
F F k pF 2k AF 3k AF 
X, =Á, -W.B, + WC, + WD, k=0, 1, 2, 3 (3. 30b) 
式 (3.30) 的 和 矩阵 形式 为 
F F 
X, 1 1 1 1 A, 
F k pF 
A nd L =j =l j | Wib, 
d = TM k=0, 1, 2, 3 (3.31) 
A, LE 1 -1 1 -1] Wee, 
F 3k nF 
co 5 sk es] 5 


) 
X 


3 
F nk 
A, = P ox W, k = 0,1,2,3 
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AE 1 4 1 1 TP Xo 
A| |1 -j -1 j [s 

EL (3.32) 
A, L -1 1 -1| xs 

F 
l j -1 pub 





图 3. 16 Br Bat Tak, XM, B^. CEA DE SPH fay, ts, xo, 
Xz}. 1X2, Xe, Xio, Xy! 和 (x4, X7, Xi, xis) 的 4 点 DIET (ILAI 3. 17) , 
输入 数据 变换 数据 





[&| 3. 16 Nes. EO 的 4 点 DFT 流 图 


P 
X4 d 

4 点 DFT E 
X8 A» 
X12 Ai 


Al3.17 16 点 基 -4 DIT -FFT 
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Ay Xi 
BY yi Xs 
Ct 16 yE 
1 2 9 
F W 16 F 
Di We X13 
16 
[3.17 16 点 基 -4 DIT-FFT ( 续 ) 


3.8 Æ -4 DIF -FFT 


类 似 基 -4 DIT -FFT， 当 w=4" 时 ， 可 以 推出 基 -4 DIF - FFT; 


yF _ Y. p” 
= n N 


| k = 0,1 


V-1 


A A 
= Y. wie En v Xs Ww + Yn 


=$ 


(3.33) 


PIT, I NRA O33) 中 的 4 个 和 机 
SI n=m4 2, MP n =m +> WH nem 4a, Wi IL. IAIVANA 
2 | A A A 
nk m u rk i nk NE J nk 
2, s, Wh A } = Wi 2,2, Wy = ( i)" 之 xu My 
n= m = n= n= 
(3. 34a) 
3N d N | A A 
4 4 
nk vpn - +k ye = k 
2, x Wh i Lense Wy EC Wy Da" B 1) Yan; 
LEE d E 
(3. 34b) 
类 似 地 
A 
bi UN wr = = Eemi (3. 34c) 
性 式 (3.94) 市 入 (3. 33). 得 
25d 
É k 
= 2 | [x, + Co Dux + (-1)'x, ux + GI, el (3. 35) 
I i N 
k=4m, m=0, 1, 47 ， 则 有 
A 
A - EE TEETE x, 8 Wwe (3. 36a) 
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即 为 | X, EAE a | HJ N/4 点 DFT, 


ny 
令 式 (3.35) P k=4m +1。 则 有 
N N 3N 
i (4m+1) = (4m+1) nw (Am 41) i (4m+1) 
上 n(4m+ n(4m+ n(4m+ n(4m+ 
E us Y. W^ + X. iW + 之 xW. + 之 x Wh 
mmi mend n =o 
4 2 4 
= V+iW+W+ VW 


(3. 36b) 
V. M, WAN VIDS 8| dz 4 个 求 和 项 。 


4 Wi nmt. Vf nom. Wh nme , WX (3.36b) AEN 


X, ou = ([ x, = oap + jang ] Wy Wa (3. 36c) 


BA ([x,-jx, tan jx nse] Wy ) WY N/4 点 DFT, 
0 9999) _— +2, RWB CHAT, A 


X, aa -Şa + Xn i Xn en ] W^) Wx (3. 36d) 


PY (CL NE dice qM HJ N/4 点 DFT, 
Sal (3.35) 路 =4m +3。 类 似 前 文 的 分 析 ， 有 


A 


X us -Ea ([x, + peu m mud — jen Wy ) WE (3. 36e) 


即 为 (Lx, tjent ant menu] Wy). 的 NA4 点 DFT, 


总 而 言 之 ， 一 个 W 点 基 -4 DIF -FFT 可 以 由 4 个 N/4 点 DFT 推导 出 来 。 每 
个 N/4 点 DFT 都 是 原始 N 点 序列 的 一 种 线性 组 合 。V 点 DFT 为 





N-1 
F nk 
X, = LW k=0,1, =, N-1 
分 解 为 
ue 
4 
F nm 
Xm = A Fu A Wa H x, IV Wy (3. 37a) 
N 
4 
上 y" nm 
X up = n (Len = 1 = us + jx, | Wy) Ws (3. 37b) 
N 
47! " 
上 n nm 
Xino 7 ([x, ingt *XQUE — XUI Wy) Wa (3. 37c) 





68 ie Be Ew, HAS MA 
2-1 
: = (Ix, + jx =X x, ox |W Wy" 
4m 43 m j n+% nts -J n+ N a 
i N (3.37d) 
ES 1 Ex 
m=O, 1, 1 
以 上 这 些 都 是 N/4 点 DFT (JL 3.18) 。 
x(n) 
x(nt) 
x(n4- 5) 
x(nt 30 
图 3.18 5X (3.37) BEER] (m, n=0, 1, -, - N 24) 
KER 4 4S N/4 点 序列 用 下 列 形式 表示 
1 1 1 1 Y. 
Wy Q =j -1 p Xn + N/A N 
^n nme. JL. s 4 !| (3.38) 
Ww d =l 1 zd) Xn + N/2 
Wy" (1 ] -1 =j) Xn 4 3N/A 








则 NV 点 DFT 可 由 以 上 4 个 N/4 点 DFT 得到， 每 一 个 N/4 点 序列 又 可 以 由 上 述 过 程 


形成 。 不 断 重 复 上 述 过 程 下 至 得 到 4 点 序列 ( 见 图 3. 19 和 图 3.20)。 基 -4 DIT/ 
原始 序列 恋 换 序列 
OV NZ A ag ESO 
OW DANN ZZ o n o [ ne 
o WANS Z FO] O[ XO 
> xX AF (12) 
x(4) WN ZS ro 
ro NW ZA a foo 
o NAI ZF AS) pr l 
' AN — Nef ran FET [ 6009 
(7) XXXX NN ET WS AF(14) XF(14) 
(8) XXX) XX x*() 
o DRI NAA mn Les 
TT XN NN Pr, MS or "9 
IN NS 二 mro AT) 
x(11) x» XC) 
XX F 
x(12) WIIN ZK ai Jo 
o HIN ZAR TO] as ' 
S J CN S ZAN 0 pr [ran 
^ F FFT i 
x(15) E E NA S Fas 


—] 2 


A¥(15) 


[3.19 式 (3.37) 中 的 16 点 DIF -FFT 流 图 (4 点 DIF - FFT ILKI 3. 18 或 见 参考 文献 [ A42]) 
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DIF -FFT 可 以 通过 在 任意 步骤 甚至 每 一 步 混合 DIT/DIF 算法 得 到 。 用 类 似 的 方法 
可 以 实现 以 基 -6 和 基 -8 的 DIT -FFT、DIF -FFT 及 DITZDIF -FFT 算法 。 


原始 序列 变换 序列 
x(0) X (0) 
x(4) A AJ 


F 
DIF DIF * 2 
x(8) FFT FFT X (4) 
x(12) —N /一 XF(12) 
x(1) * 7f - XF) 
AR N 4 p F 
ibo DIF We DIF a ad 





x(9) EET Q yi FFT XF(6) 
x(13) ws XF(14) 
x(2) 70 X*(1) 
x(6) ai €: XF(9) 
x(10) W3] FFT X (5) 
x(14) 7A X*(13) 
x(3) Wi XF(3) 
x(7) 7E XF(11) 
x(11) We| FFT xO) 
x(15) "f XF(15) 





[3.20 16 点 DIF -FFT 流程 (为 避免 连 线 混乱 ， 图 中 只 连接 了 1 个 蝶 形 算法 ) 


在 OFDM 系统 中 已 经 实现 了 基于 基 -4 DIF - FFT 的 高 速 FFT 处 理 器 。 该 处 理 
希 可 以 在 42MHz 的 频率 上 工作 ， 并 能 在 6hs 内 完成 256 点 复 FFT, 


3.9 DZE FFT 算法 


我 们 已 经 讨论 了 基 -2 和 基 -4 DIT/DIF 算法 。 将 两 者 结合 使 用 则 形成 了 一 种 
新 的 算法 ， 称 作 分 裂 基 FFT 算法 (Split - Radix FFT, SRFFT) LSRLA2 ”这 类 算法 
有 许多 优点 ， 比 如 在 2” 算法 中 具有 最 少数 目的 加 法 和 乘法 等 。 该 算法 基于 下 列 观 
察 结 论 : 基 -4 算法 对 于 奇数 DET 系数 更 有 效 ， 而 基 -2 算法 对 于 偶数 DET 系数 更 
有 效 。 具 体 描述 如 下 。 

对 于 N=2”, Na DEFT 可 以 分 解 为 








Vom. EE «, sol 
F F N 
XF(4k +1) AUX" (453). k=0, 1, ,7 -1 
HI) 
(N/2) -1 N-1 
X' (2k) = > x(n) W^ + > x(n) W^ (3. 39) 


n -0 n -N/2 
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对 第 二 个 求 和 项 中 的 m 进行 变量 代 换 ， 令 n=m + 人， 则 式 (3.39) 可 以 表示 为 





wens 之 [o + aur S], b= O.1j 5-1 (3. 40a) 
上 式 是 一 个 N/2 点 DIF -FFT。 类 似 地 ， 使 用 基 -4 DIF-FFT, @ 
waans E (Boo ies -ses +i) r, 
(3. 40b) 
以 及 
X" (4k +3) = (to + je(n + N)- a(n + ©) je(n + 3%) |e J 
= 4 2 4 N ]^ NA 
b 20,1, 7-1 (3. 40c) 


这 两 项 均 为 基 —4N/4 点 DIF -FFT。 继 续 分 解 可 以 最 终 求 得 N 点 DFT, 分裂 基 算法 
的 计算 复杂 度 比 基 -2 和 基 -4 SIMI 。 

Yeh 和 Jen: ”发 明了 用 于 实现 SRFFT 的 流水 线 结构 ， 这 一 结构 同样 适用 于 
VLSI 实现 。 其 目的 是 为 OFDM "PS Hi C (R) 和 低 功 耗 的 FFT。OFDM 
目前 已 被 欧洲 数字 无 线 电 /音频 广播 标准 CB DVB -TIZDAB) 所 采纳 。 其 他 OFDM 
中 的 应 用 包括 无 线 局 域 网 (Wireless Local Area Network, WLAN)、HYPERLAN/2 
系统 、 第 四 代 蜂 窜 网 电话 及 新 型 WLAN 系统 等 。 这 一 流水 线 结构 具体 见 参考 文献 
[09] 及 其 参考 文献 。 

参考 文献 [019] 介绍 了 一 种 新 的 技术 一 一 分 解 部 分 传输 序列 ( Decomposition 
Partial Transmit Sequence, D - PTS) 。 这 一 技术 在 降低 OFDM 信号 峰值 -平均 功率 
比 (Peak -to - Average Power Ratio, PAPR) 的 同时 ， 减 少 了 乘法 运算 的 复杂 度 。 
为 了 产生 PTS, FFT 内 部 计算 了 多 个 变换 。 基 于 低 复 琳 度 IFFT 的 降低 PAPR 的 算法 
详 见 参考 文献 [019], 


3.10 ”用 和 矩阵 分 割 技术 实现 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 和 快速 二 
进 制 健 里 叶 表 示 (BIFORE) 变换 





























和 矩阵 因 式 分 解 技 术 已 应 用 于 实现 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 和 快速 二 进 制 侍 里 叶 
表示 (Binary Fourier Representation, BIFORE) 变换 (FBT), E$, EES Htt 
术 也 可 用 于 实现 FFT A FBT 算法。 利用 矩阵 因 式 分 解 实现 FFT 和 FBT 的 算法 有 很 
Zn TOTS) 。 这 里 我 们 的 目的 是 在 计算 傅 里 叶 系 数 和 BIFORE 系数 的 过 程 中 ,研究 
能 够 降低 复杂 度 的 和 矩阵 分 割 技 术 。 
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3.10.1 FERED SIAR 


一 个 以 N 为 周期 的 序列 x(n) 21x(0), x(1), s, x€(N -1)]* CEB, x(n) 
和 “T” 分 别 表 示 列 向 量 及 转 置 ) 的 BIFORE 变换 或 哈达 玛 (Hardmard) 变 
.'T.™7) (BT 或 HT) 定义 为 

B, (k) =H[H(g) ]x(n) (3.41) 


sth, B (k) 为 BIFORE AM, k=0, 1, =, N-1; g=log,N; [H(g)] 为 一 个 
(NXN) 大 小 的 哈达 玛 和 矩阵 :6( 第 156 页 )] ， 可 以 通过 以 下 过 程 逐 渐 构 建 . 


(8(0)] =[1], a= | a -[UR0: [HQ] | . 


[H(1)] -[H(1)]J. 
[H(g-1)] [H(g-1)] | 
H — 
HEU) | bee -[H(g-1)] 
(3. 42) 
XR PA: Ay 38] dt ZR 3e FFAS IT ROR A, AE N=8, Fst (3.41) ME 
(3.42) 4B. (k), [H(g)] flx(n) 分 割 如 下 : 


B. (0) I i 中 l | f 1 | | A x(0) 
B,(1) 1 -1 1 -1J ill -1 1 -14 |x(1) 
B. (2) | l | af mi 1 af i x(2) 
B(3)| 4,|l1 -1 1 -1lill -1 1 -1||x(3) 
B,(4) | 8 mE m | 1 rn m ] E 中 1 | x(4) 
B.(5) 1 -1 1 -1 1 =i | a x(5) 


(3. 43) 
式 (3.43) 的 结构 暗示 可 以 继续 分 割 矩 阵 以 获得 下 列 等 式 : 
B,(0) 1 1 1 d TTx(0) +«(4) 
B.(1)| | | | Z u x(1) +x(5) 
B(2)| 8 f 1 | 中 1 | x(2) 4x(6) 
B. (3) ] -1 1 -11]J1x(3) +x(7) 
(3. 44a) 
1 1 1 1 yy 
1 | | Z uH x, C1) 
ayy 1 | 中 1 | x, (2) 
1 -1 1 -1j]|a (3) 
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B,(4) 1 1 fi 1 Tp -<(4) 
BAS) } 4, P i g | u x(1) -x(5) 
B,(6) | 8 | A 4| A x(2) -x(6) 
B,(7) 1 -1 1 —-1  {JLx(3) -x(7) 
(3. 44b) 
1 1 1 1 nou») 
(d | u al " x, (5) 
o&m 1] 1 1 > (6) 
| H , M x (7) 
D a | m NM 
= 一 (3. 45a) 
B (1)| 8|1 -1]L2,(1) x (3) D -1]L%(1) 
und p NUM ar ak | 
E € (3. 45b) 
B, (3) 8/1 -1 xi (1) =x (3) 8:1 -1 x5 (3) 
mE p NUM nl oF nie 
= -一 — (3. 46a) 
B. (5) 511 -11x (5) +x (7) 511 -1]x(5) 
en! a ieee a NH 
d ES (3. 46b) 
B. (T) 8:1 -1 xı (5) x 8 - 1d x; (7) 
B,(0) 24-15 (0) x, (1)] =$ (0). B,(1) e gla (0) -x (1)} o gis OD) 
B,(2) =a, (2) e (2E opa Q2). B.) el 2) 5 (2E o p (3) 
B,(4) =F a3 (4) ex (5) o pa (4). B,G) el (4) 5 1 o (5) 
B,(6) 2-1 (6) x0) Lo pa (6). BL) el (6) 5 0) E o p UD) 
(3.47) 
述 一 系列 计算 过 程 如 图 3. 21 所 示 。 除 了 1/8 的 常数 乘 子 ， 计 算 BT 所 需 的 算 


术 运 算 的 总 数 (实数 加 减 ) 为 8 x3 =24， 对 于 更 一 般 情 况 为 Nlog,N, MI 
(3.41) 则 需要 N° 次 运算 。 


3.10.2 DFT 算法 


矩阵 分 割 技术 也 可 用 于 DFT 情形 。 众 所 周知 T, x(k) 的 DFT 为 


N-1 
XECE) = Mx(n)Wv | k20,1,-, N-1 (2. 1a) 
n=0 


sub, Wyse 7N; j= VT, 利用 性 质 WO =w m me = 


时 的 DFT 可 以 表述 为 (此 人 处 W = W) 


X (0) 
X (1) 
X (2) 
X (3) 
x" (4) 
X (5) 
X (6) 
X (7) 


AP, EFO 分 别 表示 中 间 点 的 偶 疝 量 和 和 奇 癌 量 。 
计算 复杂 度 。 这 里 的 技巧 是 对 式 (3.48) 进行 与 


HEU, BH 
X" (0) 


oO A o NoN oO 


I 
1 
1 
I 
1 
1 
1 
1 


1 1 
W W? 
wW -] 
W? =W 
=Í 1 
-W yw 
= e] 
>W -WW 


1 1 
W? z 
-W? 1 
-W5 - 
=] 1 
_ W _ 
wW 1 
W^ _ 


1 

1 -W -W 
y -1 

1 -W wW 
=i 

1 WwW -wW 
-W -1 

1 Wwe Ww? 
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- W, Ii] N=8 
! Jrx(o) 
W | x(1) 
- W^ | x(2) 
-W || x(3) 
-1 || «(4) 
We || «(5) 
W? || x(6) 
w |Lx(7) 

(3. 48) 


然而 这 样 的 表示 方法 并 不 能 降低 
LX Ck) |. 类 似 的 反比 特 顺 序 重 





l | x(0) 
-il fæ) 
M x(2) 
=W x(3) 
W 1| x(4) 

wl ac 

W? x(6) 
e x(7) 
(3. 49) 


可 以 观察 到 ， 式 (3.49) 和 式 (3.43) 在 对 称 结构 和 方 阵 分 割 方式 两 方面 具有 相 
似 性 。 两 者 的 差别 在 于 “加 权 因子 ”不 同 ,在 FFT 中 为 41 和 +W,， 而 在 FBT 中 
仅 有 + 上 1。 对 式 (3.49) 重复 式 (3.44) ~ (3.47) 所 描述 的 过 程 ， 则 可 以 得 到 相 
DAY FFT 流 图 ( 见 图 3.21)。 计算 DFT 总 共 需 要 Nlog,N 次 运算 ， 包 括 复数 相 加 和 


HR. 





ZEA FERE SRR, XBEEA IO BE MER BT 和 DET 过 程 的 计算 复杂 度 。 
这 些 技术 (ARRENDE He ee Hb (33.3), 


FEL 
ay 


ay 


3.3 图 3.21 ARK a, a, + 





BT-[6,(3)] 
-1 


1 








CBT = [6,(3)] 
j 


-J 


, a, 的 取 值 (WE W,) 





DFT 
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(S) 
e BT=[&(3)] CBT 2 [6, (3) ] DFT 
a, 1 1 y! 
d4 =Í -1 Ww? 
a; 1 1 Ww? 
dg -1 -1 w’ 








CBT = complex BIFORE transform 
基于 图 3.21 WFAA OOH FP 
输入 数据 


图 3. 21 


BT, 


x (0) x»(0) x 3(0) 


o > 


x(2) VIS Se x3(2) 
x(3) OUT Ne 


V N/N/ N/ 019 —] x53) ay x3(3) 
x(4) /VV 1(4) x»(4) x3(4) 


oh YW LZ 


P AONZN 2193) 
BAM 
x(7) 


=. sp A X47) | 26 — x3(7) 





B,(0) 


B,(1) 


B,(2) 


B,(3) 


B,(4) 


B,(5) 


B,(6) 


B,(7) 


CBT 和 DFT 的 快速 实现 流 图 (N=8; 对 于 DFT， 输 出 为 反比 特 顺 序 (BRO ) ) 


3.10.3 BIFORE 变换 (BT) 


一 一 一 一 上 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 1 


o] ] | 0 h] [h]; 


meee mee me meme meme eee ee ee 


www we wwe ee ew ee ew eee pe ee ee ee eee eee eee eee 


[44 
[4] 


[Ly | 
- 


(3.50) 


| 


3 
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3.10.4 f BIFORE 变换 (CBT) 
































| 1: | 
1 24 
MEME 1 =j. 0 B) |b) :0 
Jo | -Lb i [4] mnm 
ME Da o R i luo -i 
0 1 -1 p : [L] jb. 
|] 1 
] -1j 
(3.51) 
3.10.5 MR ABEEDATV SE (SMF) 
注意 ， 此 处 W =W. 
将 (8 x8) DFT 和 矩阵 的 行 以 反比 特 顺 序 重 排列 为 
1 13 
1 -ll 0 
1 -j a Lh LL | 0 
a | b] -lbli — [4] [4] 
Iw: 0 [bh] -jlb [n enl 
, 本 Lb] ilh: 
‘| Ww) 
1 Ww 
(3.52) 


3.11 威 诺 格拉 德 侍 里 了 叶 变 换算 法 1" 





与 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 相 比 ， 威 诺 格 拉 德 健 里 叶 变 换算 法 ( Winograd Fou- 
rier Transform Algorithm, WFTA) 显著 降低 了 乘法 的 次 数 ; 而 在 许多 情况 下 ， 它 也 
不 会 增加 加 法 运算 的 次 数 。 

WFTA 是 Winograd 最 和 完 提 出 的 一 种 快速 算法 ， 下 面 举例 膏 明 该 算法 。 





3.11.1 5 DEFT ( 见 图 3.22) 


u= -—2m7/5 ]& uu. 
s, =x(1) -*x(4) s,z-2x(1)-x(4) 83 =x(3) *x(2) 54, =%(3) -x(2) 


| 
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ss =x(1)4+x(3) sę=x(1)-x(3) s,255-*5s4 sg 255 +x(0) 


acm a, = ( cosu + cos2u)/2 -1 


a, =j( sinu + sin2u)/2 a, = jsin2u 


Mo = Ag Seg my, = 4,85 My = A786 


my = A487 Ms = A584 
Sg = Mo tmi Sig = $9 tme» 


$13 — 4, +Ms5 $14 三 S10 + $15 


$17 —311 7 $13 


X (1) =s X (2) 25g 


$11 739 ~My 


$15 = $10 — 312 


a, = ( cosu — cos2u ) /2 


as —j(sinu — sin2u) 


M3 = 0485 


$12 = 4 — Mg 


$16 = $11 +543 


X* (3) — $17 


X* (4) — $15 





[3.22 JH WFTA 计算 5 点 DFT 流 图 


3.11.2 7 点 DFT ( 见 图 3.23) 


m7 jav =l 

s =x(1) +x(6) s =x(1) -x(6) 
ss 2x(2) *x(5) se =x(2) -x(5) 
So — sg +X(0) Sio 95, —54 5811 754 — 53 


$13 =$2 $4 Sig —$13 t $6 Sis —$5 — Sq 
31g 996 95 

ay =l a, =(cosu + cos2u + cos3u)/3 -1 
a, = ( cosu —2cos2u + cos3u) /3 

a; =j(sinu + sin2u — sin3u ) /3 

a, =j(sinu —2sin2u — sin3u) /3 

mo = AS m, — sg 
Hi 04915 Ms 09714 


Mg = Gg$17 


$4 2x(4) +x(3) 


$7 = $1 t S3 


My = A2510 


Me = 46845 


$4 2x(4) -x(3) 
Se = OF + Ss 


$12 —35 — $1 


$16 734 — $6 


a, = (2cosu — cos2u — cos3u) /3 
a4 = ( cosu + cos2u —2cos3u) /3 
ag — j(2sinu — sin2u + sin3u ) /3 
dg =j(sinu + sin2u +2sin3u) /3 
His = uasi 


M7 = 47516 


Sig — mg +m, Sig — Sig +My 


$22 — 8534 — M4 $593 = $18 — M3 


$26 三 3S25 t M7 $57 — mis — mg 


$39 — $29 t Mg $31 = S20 + 35g 
$35 = $94 + $30 
F _ 

X (1) 254 


334 — $25 — $28 
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$90 = $419 + M3 $91 = Sig — My 


S24 = $93 t M4 S25 — Iis 十 mg 
328 = $27 — Mg $99 — lis — M7 
$39 = S20 — 326 $33 = 325 +S 


$36 = $24 — $30 





图 3.23 用 WFTA 计算 7 点 DFT 流 图 


3.11.3 9 点 DFT ( 见 图 3.24) 


u= -27/9 j=vV-l 
s =x(1) +x(8) 
$5 =x(3) +x(6) 
$9 =S] +53 $19 7 $9 +57 
$13 一 32 * $4 .— S14 = S13 t Sg 
A eS Sig 59 "54 


ag =1 d, =jsin3u 


a; = (2cosu — cos2u — cosdu) /3 
a, = ( cosu —2cos2u + cos4u) /3 


ag — j( sinu — sin2u —2sin4u ) /3 


Mo = Q9$15 mj 二 QI1S10 
le ae pag S15 
Mg = AgSig Mg = Q9819 


$,—2x(1) -x(8) 
se 2x(3) -x(6) 
S11 = $10 * 55 
25 =, "Pg 


$19 一 34 738 


$4 =x(7) +x(2) sy =x(7) -x(2) 
$, 2x(4) +x(5) sg 2x(4) -x(5) 
$15 754 +x(0) 

+16 — 93 797 

920 798 —93 


a, =cos3u -l a, =jsin3u 


ag = ( cosu + cos2u —2cosdu) /3 
dg =j(2sinu + sin2u — sindáu) /3 
Xi0 7 j( sinu + 2sin2u + sindu ) /3 

Ho = HUS: 0995 
Me 06916 Wp ma 


Mig = 4193259 
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$9, — m, +My S22 — $931 t mu $93 = $5» + m $94 = 8593 +My 
S25 = $94 — My $96 = m + m4 S27 = $26 + $54 S28 7 85; t Ms 
S29 = S28 + M6 $390 = $5; — M6 $31 = 339 + m4 $39 — 85; — M5 
$33 = $35 — M7 $34 — m4 + mg $35 — $34 + Mo $36 — m4 — Mo 
$37 — $36 t Mio $3g — I4 — Meg $39 = $3g — Mio $49 = $29 t $35 
$41 — $29 — $35 $42 = $3, 十 337 $43 = $31 — 537 S44 = 533 + $39 
S45 = 533 — $39 
F _ F B F B F B F H 
X (0) =m PORT m A (2) =S X (9) 98 X (4) 254 
F " F B F = F E 
X (95) 53 X (6) 25 A (T) =p X (8) 254 
(3.55) 
X" (0) 
X* (1) 
X*(3) 
XF(4) 
V XO 
XF(8) 
XT (6) 
XF(S) 
x(5) X* (2) 





—1 536 $37 -l 


图 3.24 Hj WFTA 计算 9 点 DFT 流 图 








威 诺 格 拉 德 DFT (BN WFTA) 的 计算 复杂 度 低 于 基 -3 DIF - FFT ( 见 表 3.4)。 


表 3.4 WFTA 性 能 











WFTA dt —3 DIF FFT 
DFT KHEN AI NIA NIA NIA NIA AI NIA NIA NIA NIA 
实数 乘法 次 数 实数 加 法 次 数 实数 乘法 次 数 实数 加 法 次 数 
SC | oos [oom | - | - 
7 o8 | 03 [| -— [| -— 


3.11.4 输入 为 实 序 列 时 的 DFT SY; 


目前 ， 已 有 大 量 文献 研究 实数 FFT BUS AGE | PPS) AREKE E np Ar 
为 两 类 : AATE (Prime Factor Algorithms, PFA) 和 公 因 子 法 (Common Factor 


Je 
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Algorithms, CFA), PFA 适用 于 变换 长 度 N 可 分 解 为 两 个 或 多 个 互 素 因 子 的 情况 。 
威 诺 格 拉 德 全 里 叶 变 换 (WFTA) 就 是 PFA 的 一 个 例子 〈 见 本 章 3.11 节 ) ， 其 应 
用 见 参 考 文献 [T1] 。CFA 适用 于 各 因子 非 互 素 的 情况 。CFA 的 范例 有 库 利 -图 基 
(Cooley - Tukey) FFT 算法 及 分 裂 基 算 法 。PFA 和 CFA 算法 均 基于 将 输入 数据 变换 
NP TAREE, HEZA DFT 为 具有 最 少 旋转 因子 的 可 分 离 变 换 。 尤 其 是 
PFA 算法 ， 其 DFT 的 行 和 列 相 互 独立 ， 且 不 包含 任何 旋转 因子 。 

我 们 考虑 的 例子 中 ， 长 度 15 可 以 被 分 解 为 5 和 3 两 个 互 素 的 数 ， 因 此 PFA w 
用 。 现 有 两 个 可 用 的 PFA 算法 : Burrus 等 提出 的 PFA 算法 [3531 及 WFTA。WFTA 算 
法 使 用 素 因 子 长 度 为 NN 的 威 诺 格拉 德 短 V 模块 作为 系统 的 基本 模块 。WFTA 算法 
以 增加 极 少 量 相 加 运算 为 代价 ， 来 达到 最 小 化 相 乘 运算 的 数量 (通过 舰 套 (nest- 
ing) WEE) 的 目的 -282 。 然 而 ， 对 于 较 短 的 序列 (包括 15 点 序列 ) ， 与 PFA JH 
比 ，WFTA 使 用 的 相 加 运算 数量 相同 ， 但 相 乘 运 算 更 少 。 因 此 ， 我 们 使 用 WFTA 算 
法 计算 该 15 点 FFT。 对 相关 文献 资料 的 调查 研究 ，15 点 实 WFTA 是 现 有 算法 中 复 
2R BE BK . 


3.11.5 AERA N DFT 模块 


威 诺 格拉 德 短 N DET 模块 是 实现 更 长 WFTA 的 基本 模块 。 短 N 模块 定义 在 素 
数 长 度 上 。 下 面 我 们 通过 使 用 3 点 和 5 点 DFT 模块 实现 15 点 变换 的 过 程 来 说 明 短 
N BEER 

威 诺 格 拉 德 DFT 模块 基于 一 个 素数 长 度 的 快速 循环 卷 积 算 法 ， 该 算法 在 理论 
上 使 用 乘法 的 次 数 最 少 ' 电 ,39,0 。 该 卷 积 算法 可 以 通过 Rader 技术 ”映射 到 
DFT 上 ， 这 样 便 提 供 了 对 于 系数 长 度 非 党 有效 的 DFT 模块 。 

用 数学 术语 来 说 ， 威 庆 格 拉 德 算法 获得 了 最 简 DFT 矩阵 分 解 。 其 中 使 用 参考 
文献 [A35] 中 的 矩阵 标记 法 。 分 解 如 下 : 

| Dy | =[SyJL en IL Ty] (3. 56) 
wP, [Dy](=[F]) 为 NxN KAY DET FER; [Sy] 为 Wxj 大 小 的 矩阵 ， 其 
元 素 仅 包括 0、1、-1; [Cy] 为 Jxj 大 小 的 对 角 和 矩阵 ; [Ty] AI x N KD AYRE 
阵 ， 其 元 系 仅 包括 0、1、=-1。 

也 就 是 说 ， [Sy] 和 [Ty] MAEM, rmi [Cy] 为 相 乘 和 矩阵。 另外 ， 
[Cvw] 中 的 元 素 或 者 是 纯 实 数 ， 或 者 是 纯 虚 数 。 因 此 ， 对 于 输入 的 实数 数据 ， 我 们 
对 每 一 个 [Cy] 的 元 素 只 需要 做 一 次 实数 乘法 ， 从 而 乘法 运算 的 个 数 为 J/。 威 诺 
格拉 德 算法 非 第 强大， 对 于 小 的 素数 NN (103, 5, 7, 11), J 非常 接近 于 N, that 
是 说 ,我 们 仅 需 要 NN 次 左右 的 乘法 运算 ， 而 不 是 穷 举 算法 需要 的 NV 次 乘法 运算 。 
例如 ， 当 N=3 时 , [S$,], [C,] 和 [7] 可 以 用 参考 文献 [A37] 中 的 内 容 推导 
出 来 ， 即 
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1 0 0 ] 1 1] 

9 2]1 1 1] |[C,] =diag[1, CJ -], - isin) [is 1 1 
1 1 -1 0 1 -1 

(3. 57) 


注意 ，[Sv] 和 [Tr] ABR LAO RD Bir, MMe) eA Ss TERI, fh] 
uo, xt (3.57) 中 的 [S,] 和 [T,] 可 分 解 为 


10 0 [1 0 0 1 10]|1 0 0 
($4,]2])0 1 1 |1 1 0| |[7,|]2]0 1 OO 1 1 (3. 58) 
0 1 -1Jl0 0 1 0 0 140 1 -1 
M NAH, [S], (C,] 和 (T,] 可 以 用 参考 文献 [ A37] 推导 出 来 : 
100 0 
S] = [C4] = diag| 1， k 1, isin{ -F )] 
0 0 1 -1 
1 0 1 0IIL O | 0 1 1 1 1 
1 0 -1 O}/1 O -1 0 1 -I 1 
| T, ] = E (3. 59) 
0 1 0/10 1 0 1 1 0 -1 0 
0 0 1410 1 0 -1 0 1 0 -1 
“MN=SIN, [S5], [C5] 和 [T;] 可 以 用 式 (3.53) 和 图 3.22 所 示 推 导出 来 : 
1000 0]1.00 0 O7F71 0 0 0 01 0 0 0 0 
0 100 01010 1 OJO 1 0 OV 1 10 0 0 
[Ssj=I0 0 10 11001 0 O70 1 -1 0 O0F0 O 1 0 0 
00 10 -1)/0 1 O -1 O00 O O 10/00 1 -1 O 
0001 0/4000 0 14100 0 0 1/500 0 1 1| 
CAES f. cos( u ) cess (2n) zi cos( u ) een 
j (sinu + sin2u) , jsin(2u) , j( sinu — sin2u) | u = 二 
1 1 0O 0 0 OTI O 0 0 OFF] 0 0 0 0 
01000010] 1 0 O0fp | 0 0 1 
00 1 0 0 OO 1 -1 0 0 
EE 00 1 1 0 
00 0 1 0 0/0 0 0 1 
0000 1 0|0 0 taj." os 
00000 140 0 1 010 1 0 0 -i 


(3. 60) 
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3.11.6 素 因 子 映射 索引 


将 1 维 阵列 映射 到 2 维 阵列 的 主要 思想 是 说 : 将 一 个 大 问题 分 解 成 多 个 小 问 
题 ， 并 有 效 解 决 每 一 个 小 问题 231。 这 样 的 映射 基于 取 模 运算 ， 以 充分 利用 DET 
中 复 指 数 的 周期 性 。 令 N=NiN,,， 且 Ni MN ER; ny nu m, k, ki, ky 为 时 
域 和 空域 相应 的 索引 变量 。 从 nj n ki, k, 到 nn 和 的 映射 可 如 下 定义 : 











n= <Kn thkny >w m =0, 1, =, NM-1 n, =0, 1, =, 5-1 
k= <K3k, tK, 2N kı -0, l, dd" N, -1 k» =i. l; p N, -1 
i. tab 1, we NA Cae 


TU, Cou RI N 运算 。 
一 定 存 在 整数 K, . Ky. K 和 KK 使 得 上 述 映 射 惟一 ( 即 所 有 nn Blk EO ~N-1 
区 间 的 值 都 可 以 用 ny、n, FA. k 的 组 合 实现 ) 。 如 采 上 映射 满足 下 列 条 件 ， 则 称 
其 为 素 因 了 于 映射 (Prime Factor Map, PFM): 
K; =aN, fll K, 2 bN, 
K, =cN, 和 K, =6N, (3. 62) 
满足 PEM 并 且 可 以 使 DFT 的 行 和 列 去 相关 的 方案 为 
K, =N, fll K, =N, 
K,-N,«N, >p HK =N, <N ' >y 
RP, (NEXKA (NL ND y, =1 的 最 小 自然 数 。 
TENN GIF, AN, =3、N, =5， 则 
<N >p, =2 HF N, x2=1 xN, +1 
<N >w 22 由 于 N, x2=3 xN; +1 
因此 ， K; =N, (N Dy =10, K, =N; CN 5, =0。 
另 一 个 例子 , +N, =3、N =4, W 
<N >w=3 由 于 Nix3=2xN +1 
<N >p =1 HIT N;x121xN; +1 
因此 , K =N, (N; Du 24, Ky=N, (ON, yw=9。 因 此 DFT 为 


N,-1N5-1 


XF (ki, ka) = È, È aOun, n) W Wwe (3. 64) 


ny =On, =0 








(3. 63) 


2 


其 中 
X(nj, nj) 2x( «Kjn, * Kon; > y) 
X" (kika) 2 XF( € Kk, & Kk, >y) (3. 65) 
也 就 是 说 ，DFT 将 首先 应 用 于 列 ， 然 后 应 用 于 行 。 
一 种 可 选 的 索引 方法 。 当 N=N, xN, (N, 和 Am ER) 时 ， 有 一 组 zw 同 构 于 
一 组 zy x zy, (zy 中 的 z 表示 整 数 )。DFT MEREN ELE SON IN, x Ny 的 循环 矩阵 ， 进 
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而 可 以 用 这 些 分 块 组 成 Wi x Vi 的 循环 矩阵 。 
例如 ， 因 为 15=3 x5， 所 以 我 们 有 下 列 同 构 
020x(1,1) 2(0,0)  1—1x(1,1) (1,1)  2—2x(1,1) 2 (2, 2) 
353x(1,1) 2(0,3) | 4—4x(1,1) (1,4)  5o5x(1,1) 2 (2,0) 
6—6 x (1, 1) =(0, 1) 7—7 x (1, 1) =(1, 2) 88 x(1,1) =(2, 3) 
959x(1,1) (0,4) 1010 x(1, 1) 2(1,0) 1111 x(1, 1) 2 (2, 1) 
12212x(1,1) 2(0,2) 13213 x(1, 1) 2(1,3) 1414 x (1, 1) 2 (2, 4) 
按 词典 顺序 重新 排序 ， 我 们 得 到 : 0, 6, 12, 3, 9, 10, 1, 7, 13, 4, 5, 11, 2, 
8, 14, mE (1, 1) 为 zw X zy H^ AE o 
44 x (1, 1) 2 (4x1, 4x1) 2 (4 mod 3, 4 mod 5) - (1, 4) 
66 x(1,1) =(6x1, 6x1) =(6 mod 3, 6 mod 5) 2 (0, 1) 
和 矩阵 诠释 。 如 果 我 们 在 上 述 映射 中 固定 六 WE, FR n, 的 什 在 0~ -1 的 区 
间 中 改变 ， 并 且 对 所 有 0 ~N -1 B9 n, 重复 上 述 过程 ， 可 以 得 到 一 个 慰 从 0 变化 到 
N-l 的 置换 序列 。 令 [P] 为 描述 这 些 步骤 的 输入 置换 和 矩阵， 类 似 地 ,定义 
[P] 为 输出 置换 矩阵 。 则 有 :35) : 
[P.]XY =([Dy ]@[Dy,])(PiJx (ILKI 3. 25) (3.66) 
AF, “O” Xm Kronecker 乘积 ( 见 本 书 附录 下 )。 也 就 是 说 ,一 个 2 维 N| xN, 
的 DFT 可 以 看 作 是 其 行 和 列 DFT 矩阵 | Dy, | 和 | Dy, | HJ Kronecker 乘积 。 本 书 
附录 了 .1 给 出 了 当 N = 15 时 该 矩阵 的 形式 和 相应 转 置 矩阵 的 MATLAB 程序 代码 
( 见 图 3. 25) 。 








x [^i] [Dy,] ® [Dy;] [P] -[P,]! Xx 
x(K ni + Konjy) XP (Kiki + Kaka) 
X(N, nj) XT ks, ky) 


x(0) ——> (0, 0) 

x(3) ——* (0, 1) 

x(6) —— (0,2) —* 

XQ —— (0,3) — 
x12) ——* (0,4) —* 

x(5) —> (1,0) 

x(8) —> (1, I) 
x(11) — (1,2) — 
x(14) — (1,3) —— 

X(2) —— c (1,4) —* 
x(10) ——5 (2, 0) 
x(13) —— (2, 1) 

x(1) — 2,2) — 


(0,0) —> X (0) 
(0,1) — X6) 
(0,2) —— x*(12) 
(0,3) —* x") 
(0,4) —* xF*(9) 
(1,0) —> xF(10) 
T T'IT 1,1) —— xF 

Sy [v Ch, xN OTN, (Dz ) | m E pis 
(1,2) —* X*(13) 
(1,4) — Xr(4) 
(2,0) —+ xF(s 

(2,1) — pus 
(2,2) — x*(Q) 
(2,3) —— YI 
(2,4) —— Xag 


(3.73) 


x(4) — 9 (2,3) —> 
x(7) —— (2,4) —> 





图 3.25 N=3x5 AY WFTA 输入 输出 序列 的 置换 方式 
(“。 ”表示 两 个 相同 大 小 矩阵 对 应 位 置 元 素 相 胰 ) 
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3.11.7 威 诺 格 拉 德 传 里 叶 变 换算 法 (WFTA) 


续 上 面 的 矩阵 诠释 。 如 果 对 于 NW AN, HAN DET RR, WA: 
[| Dy, j COLD ,| =(LSy dL Cr il C (3.67) 
利用 Kronecker 乘积 的 性 质 ， 可 以 推出 | es e 
[Dy J@LDy, ] 2 (1 Sy, 109L S, 1) CI cBOD (CFLs) o gy 
一 [Sy] [Cy] [Ty] 
式 (3.68) 的 最 后 一 步 在 WFTA Pie Aime! !, KIR fuste Em, Wt 
这 一 算法 一 般 具 有 最 少数 量 的 乘法 运算 。 上 述 公 式 可 以 简化 如 下 。 设 

















z 2 [P;]x = (%0, Wy. Xy od PX s XN E ne am ty T ) T 
(3. 69) 
定义 
Xo X1 UT Xx, -1 
ba es ANG VALE EE | (3. 70) 
X(N, - 1)N, XCN, —1)Ny +1 UT XN, -1 
类 似 地 ， 定 义 [Zy] 为 输出 系数 。[P,] 和 [P,] 定义 见 式 (3.66). FEM [zy] 
ER 
([Ty, ]Q@[ Dx CETy, ET, 1Lz 10 (3.71) 
([Ty, 18 Ts, J) 290 Ty j[zwy][7w]” ( 右 侧 与 式 (E.11) 相 同 ) (3.72) 
[Zy] [Sy ICLSy [Cw xn]? ° [Ty CLT, LZ (3.73) 


xt (3.73) 中 的 变换 操作 相互 抵消 。[ Cw ,nw,] 定义 为 
([Cy JG [ Cy, Dx CL Cs, 1CL Cw, JEzy1) ) =[Cw Lew] Den, 1" 


( JL CF. 12) ) 
二 
(3.74) 
AP, [Cy] 和 [Cy] 为 对 角 和 矩阵 ， 且 
Cy, xn, n, m) - Cy (n, n) Cy (m, m) n=0,1,.…, My -1 (My, =3) 


m=0, 1, =, My, -1 (My, =6) 


(3-75) 
([Cw 1L 1L Cu, D 2 Ly, Lew) LC, ] 9 UC, xn] * Lew)? =[Cy o 17 * zT? 
(3. 76) 
RP, My 和 My, 分 别 为 [cv ] 和 [Cw ] 对 角 线 的 长 度 〈 即 乘积 运算 的 个 数 ) ; 
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符号 “。 ”表示 两 个 相同 大 小 矩阵 对 应 位 置 元 又 相 乘 ; 上 标 工 表示 转 置 。 
应 用 。 为 了 推导 $ 点 离散 余弦 变换 (DCT) ， 我 们 仅 需 要 结合 使 用 威 诺 格拉 德 
5 点 DFT 及 Heideman WEA Bl ay 440.441) , 





3.12 DFT $BEEBS fL 7 f 


3.12.1 使 用 复数 旋转 进行 DET ERMD 


性 质 ”给 定 一 个 (NxN) DET SEM [|， 我 们 可 以 仅 通 过 行 排列 和 复数 旋转 
SBE PERS Pi BL OP f. o 
3.12.1.1 预备 工作 

由 于 要 考虑 旋转 ， 且 通过 一 系列 的 旋转 操作 ， 一 个 矩阵 可 以 被 何 化 为 上 三 角形 
X (三 角 化 )。 每 个 操作 包含 矩阵 的 4 个 元 素 ， 因 此 我 们 仪 需 要 考虑 2 x2 矩阵 的 
旋转 。( 在 上 三 角 和 矩阵 中 ， 对 角 线 以 下 的 所 有 元 系 均 为 0。) 此 外 ， 由 于 DET FER 
的 元 素 是 复数 ， 因 此 Givens JE $692. 也 必须 是 复数 。 我 们 首先 来 证 明 一 个 复数 
Givens 旋转 序列 可 以 产生 一 个 正 交 和 窍 阵 CSTE PEE!) o 

证 明 : 考虑 下 列 2 x2 矩阵 

FR] -| cosy Md (3.77) 


—siny cosy 
































AP, y 为 复数 。 
由 于 [R] 是 正 交 , BY [R] [R] =[7] (注意 这 里 [R] 不 一 定 古 西 和 矩阵 ， 只 
需要 具有 正 交 性 ) ， 因 此 : 


[R] [R] -| 








cosy - T cosy | 


siny | cosy —siny cosy 


pere 0 | j| 
g 0 cos^y + sin^y (0 1 


右 要 式 (3.78) 成 立 ， 需 要 以 下 恒等式 
cos^y +sin’y = 1 y 为 复数 
上 式 很 容易 通过 以 下 推导 证 明 。 令 y=a+jB， 其 中 @ 和 均 为 实数 。 应 用 正弦 和 
余弦 函数 的 复合 角 公 式 ， 可 以 很 容易 得 到 
cos^y + sin^y = ( cos?a + sina) cosh?B — (cos?a + sin^a)sinh?B Z1 (3.79) 


XV, coshG 和 sinhB 分 别 定义 为 


(3. 78) 


cos( j0) = cosh0 sin(j0) = jsinhO (3. 80) 
cosh = (e? +e7°)/2 sinhü = (e? -e-9?)72 (3. 81) 
cosh^0 — sinh?^8 = 1 (3. 82) 


因此 ， 复 数 Givens 旋转 [R] 是 正 交 的 。 
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3.12.1.2 分 析 








A [R] -| oy wid C -| "| 矩阵 的 元 素 均 为 复数 ， 我 们 需 


—siny cosy 2] ü» 
要 一 个 旋转 矩阵 使 ((R][A])a =0。 这 引出 了 下 面 的 公式 
a; Siny — a5, cosy =0 (3. 83) 
M a4 #0 时 引入 tany = ay/ as 
(1) Aa, 20, lll] y 272, 
(2) 在 al 天 0， 则 需求 解 以 下 公式 中 的 复 角 度 y: 
tany = Q21/Q11 =23 


令 =eY?， 则 正 余弦 公式 可 以 表示 为 





: B 1 ENS _ 1 d 
ny cou u ) PI cosy - (u +u ) 
进一步 可 以 得 出 以 下 公式 : 


] u-u”! 
tany - - 
] u+u 


IN (3.84) 可 以 通过 复数 分 析 求 解 。w 的 求解 过 程 为 
= = 如 果 z3 Æ -j 
(1) 424-jWN, Sw =z, =r, WARNE: 
u, Nre, u =Wrei(e+2m)[2 = u 
QR BR il 42 CAL (0, m), WE u BjtIETE—HJ. Su N peP HÝRA u = 
el”, Wu. 





(3.84) 


1 


u? 





y=0 -jln p 
(2) 当 z = -j 时 ,我们 对 2 x2 FAMED Acme, UEFA a 和 ano 
产生 的 结果 z, 与 ) 相等 。 
我 们 已 经 证 明了 当 人 允许 行 交 换 时 ， 存 在 一 个 复 旋 转 和 矩阵 使 得 一 个 (WN x N) 
DFT 矩阵 简化 为 上 三 角形 式 〈 三 角 化 ) 。 


3.12.2 ”利用 本 息 阵 进行 DFT $BPEBSFRI T) f 


在 上 一 小 让 “使 用 复数 旋转 进行 DFT 矩阵 的 稀 臣 分解” 的 讨论 中 ， 我 们 验证 
了 使 用 复 Givens 旋转 和 行 交 换 可 以 将 DFT 矩阵 简化 为 上 三 角形 式 。 实 际 上 ， 这 说 
明了 存在 一 个 正 交 算 了 泗 ， 能 够 使 DFT 矩阵 简化 为 上 三 角形 式 。 上 述 总 结 是 基于 2 x 
2 官 阵 进行 验证 的 ， 而 这 很 容易 推广 。 其 公式 为 
[LF] =LQI[R] (3. 85) 
AP, [0] 为 一 系列 复 旋 转 的 转 置 ， 表 示 为 
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[0] =Q] Qn- 
XP, [0] 0n] 2[I), RHH DEP E ESTE. 

MWER [R] 为 上 三 角 和 矩阵 。 由 于 [F] Pe, WW [0] 正 交 就 意味 
着 上 三 角 和 矩阵 [R] 没有 特殊 的 对 称 性 。 然 而 ， 很 容易 看 出 它 不 具有 正 交 性 ， 否 则 
Eat [F] 也 正 交 。 因 为 [R] 不 是 正 交 的 ， 因 此 可 以 看 出 它 不 能 通过 一 系列 正 
交 的 复 旋转 进行 分 解 。 

上 述 观 察 提出 了 一 个 问题 ,能 否 将 复 旋 转 中 的 正 交 条 件 推广 到 西 条 件 ， 使 得 
DFT 矩阵 可 以 分 解 为 一 系列 西 矩 阵 ， 其 中 每 一 个 矩阵 代表 一 类 复 旋 转 ? 这 是 这 部 分 
我 们 要 考虑 的 问题 。 

为 了 解答 这 个 问题 ， 我 们 首先 对 DET 矩阵 进行 著名 的 QR ZR” 
3.12.2.1 DFT 矩阵 的 OR 分 解 

我 们 知道 对 于 一 个 丁 矩 阵 [F], ERY [Q] 和 [R] 因子 分 别 为 西 算 阵 和 对 和 角 
IERE, Aik, [F] =[Q][R] Ef [F]"[F]-[1] E ([Q] "(Q] 2[1], HF, 
"x" RIRH, T 表示 转 置 ， 和 矩阵 [R] 为 对 角 阵 。 我 们 通过 2 x2 的 情况 进行 说 
Hj. it [R] JAEK [F] 分 解 后 的 上 三 角 和 矩阵 ，[ 0] JAER, + 



































FR] i i (3.86) 
0 gn 
式 中 各 元 系 均 为 复数 。 
由 于 [RJ]*[R]=[7]， 因 此 对 于 [R] 中 的 元 素 有 下 面 的 公式 成 立 
g, 0 
a i (3.87) 
Ein En 822 
XB, bf "x" RIRH, MEEI (3.87) 可 以 得 到 
£j &ui =1, £ 812 =0 和 gogn + 8, 822 =] (3. 88) 


将 ga M gi, 用 实 部 和 虚 部 分 开 的 形式 表示 ， 即 gil =x, jy, g=% +jj MRN 
可 以 用 下 面 的 公式 表示 g1, 的 组 成 : 
g £p = (41 -jyi) (x, jy) 20 
因此 有 
XX, t yiyo =O 和 xiys — yix, =O 〈 原 文 此 处 销 印 为 xixz +y1y， 205 — VETE) 
注意 ,， 式 (3.85) "PROBE [R] 行列 式 的 值 是 eii 幅 值 的 二 次 方 ， 也 就 是 
1。 因 此 对 于 x, I y, 仅 有 平凡 解 ， 可 得 gp 为 0。 因 此 矩阵 [R] 为 对 角 阵 。 
3. 12. 2.2 ”一 些 旋转 形式 的 本 矩阵 
我 们 首先 探究 具有 以 下 形式 的 复 “ 旋 转 ” 算 阵 : 
COSY siny 
[q] -| | 


. * * 
—sin y cos y 
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通过 该 定义 ， 我 们 可 以 分 析 [gj La] 乘积 的 各 个 元 素 : 








(Lq] * [q]) ii =cosycos* y +sinysin * y 

(La] La) ia = cosycos * y - sinysin * y 20 

Cal [aD = (lal la), (lal [aDu = Cla) [gq])» 
WRITERE [q] DET aI, HA TJ ([41" lau 的 二 次 方 根 ， 则 产生 的 矩 


阵 为 本 矩阵。 因此， 我 们 可 以 定义 西 旋转 年 阵 为 
1 cosy siny | 


m. 9m om 
—sin y cos y 


rr (3. 89) 


其 中 
k = cosycos * y + sinysin * y =cosh’B + sinh?f8 
将 该 [Q] 和 矩阵 应 用 于 以 下 2 x2 PARIS: 


则 y 满足 以 下 公式 
(LO1L FD =0 或 二 -ailsin y +a cos“ y) =0 (3. 90) 


因此 ， 我 们 可 以 看 出 ， 复 数 角 的 求解 方法 与 之 前 基本 一 样 ( 见 式 (3. 83 ) ) HE 
的 不 同 在 于 此 处 的 公式 中 出 现 了 复 共 恩 。 

我 们 已 经 在 上 述 总 结 中 说 明了 将 一 个 (N x N) DET 矩阵 分 解 为 一 个 西 旋转 矩 
阵 和 一 个 对 角 和 矩阵 是 可 行 的 。 其 中， 本 和 矩阵 由 以 下 2 x2 Ea ZX : 

cosy siny 
Le. -中 - sin" y wa 

式 中 , k =cosycos* y + sinysin" y, 

[5]3.1] 当 N=2 时 ， 有 : 


rfl 1 fi d pfi 1 1 0 
Fide oa n] lela Jah n] | 1] 
M N=3 Wf, A: 
1 1 1 -1 Í 1 
LLLSELD 


1 Ww w 
这 里 使 用 了 MATLAB 中 的 OR 函数 。 




















[I 1 
oo $3! 

m 
O =. © 
QÓÓ Oo © 
Ld 


3.13 统一 离散 傅 里 时 - 哈 特 雷 变 换 


OraintaraLL-2 提出 了 统一 离散 傅 里 时 - 哈 特 雷 变 换 (Unified Discrete Fourier — 
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Hartley Transform, UDFHT) 的 理论 和 结构 。 他 证 明 了 经 过 简单 的 修改 ， UDFHT 可 以 
用 于 实现 表 3.5 所 示 的 [~ 类 型 的 DFT、DHT (离散 Hartley 变换 ) -81-31 DCT 
和 DST (离散 正弦 变换 :号 ; ) 。 他 将 这 些 变换 统一 起 来 ， 并 通过 FFT 技术 推导 其 高 效 
算法 。 另 外 一 个 优势 是 ， 基 于 FFT 的 软 人 硬件 可 以 通过 增加 前 /后 处 理 实现 各 类 DCT 
DHT 和 DST。 这 一 类 离散 变换 的 基 哺 数 见 表 3. 5。 

UDFHT 定义 为 一 个 (NxN) 的 矩阵 [T], EIR (k, n) 为 
p -u,À, | Ae - jjm(k + kg) (n * ng)/N + Bes + ho) (n +no)/N | 

















= yA, | (A +B) ecos[ GO + hy) (n +no) ] -CA -B)sin [EEC +t) Cn+no) |} 








N N 
(3.91) 
XB, AA BARA; u, MA, 是 归 一 化 因子 ， 可 以 使 [7] 的 基 郴 数 具 有 同样 的 
模 VN。 
若 下 列 四 个 条 件 中 任意 一 条 成 立 ， 则 UDFHT EZ: 
(1) AB 20 


(2) no =p/2, hs &g/2 M p, -Qp = (2r -1)T/2 

(3) ny 20 EÈ 1/2, ky =(2q-1)/4, All p, -Pp =ru 

(4) ky 20 2X 1/2, ny = (2p -1)/4,8l $4, -中 2 rm (3. 92) 
XX. p, q, r NER; db, 和 gs 分别 为 4 和 B 的 相位 。 

表 3.6 列 出 了 IT ~ VAY DFT/DHT FA, B, ky 和 no 的 值 。 

正如 前 文 所 提 ， 这 一 系列 ( ~ WAY) DCT/DST 也 可 以 通过 UDFHT 实现 。 然 
而 ， 除 了 需要 选取 合适 的 4、B、 刀 和 n。( 见 表 3.7) 之 外 ， 这 一 实现 还 需要 数据 
交换 和 序列 变换 ， 还 可 能 包括 符号 变化 。 

例如 ， 使 用 表 3.7 所 示 实 现 DCT - ll, A: 


= A,cos| 7k «x y] =A,cos| (28 xy] (3.93) 


M O<kS<N/2 时 





(3.94) 
4 [P] 为 一 个 wx N 的 交换 矩阵 ， 则 
1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0  (-1)! 
[P]=|0 1 0 0 0 0 0 (3.95) 
0.0 0 0 0 (-Di 0 


则 容易 证 明 [CE] =[P] LT], 其 中 [CP] 为 (NxN) DCT- MER, e, 
由 表 3.7 可 得 [C] [P,]LT], 其 中 [C] X (NxN) 的 DCT -和 矩阵。 一 
般 来 说 ， 这 些 类 型 的 DCT 和 DST 可 以 使 用 UDFHT 用 下 列 方式 实现 ; 
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U 


Loy omn 四 i 


lomm aim En 


L| B 
Fonero me za 四" 








In cH 5; Ir" 


L| D 
moo coos mr 








cmon or 


Lon 四 加 





og (Ern 


[emm Jn 


" 
D mmm amm HO 








la TD [mo | TID [m 








lau n pp EDU | rg n gn En 


imn mn [gm hn 


amooo 


U 
LOO ROO 





ncm 四 





ROOF 四 


(“9000 


(OOM O0 1! [000] waxes) (00030 D95ü0H Amy EMK Br 07) 
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表 3.6 利用 UDFHT 实现 I ~ IVÆ DFT 和 DHT (参考 文献 [1-29] © 2002 IEEE) 








DFT- I 0 
DFT - Il 1/2 
DFT - Ill 0 
DFT - NV 1/2 
DHT- I (1+j)/2 (1-572 0 
DHT - II (1+j)/2 (1 -j)⁄/2 1/2 
DHT - Ill (sp2 Ci 0 
DHT - NV (14j)/2 (1-j)72 172 


3.7 利用 UDFHT SI ~ IV DCT 4H DST (参考 文献 [1-29] © 2002 IEEE) 





DCT- Il 1/4 
DCT - Ill 0 
DCT - IV 1/2 
DST- Il 1/4 
DST - Ill 0 
DST - IV 1/2 
LC Je [T] EP517, [C^ ] 8EP9]E T], EC" ] 2 ECP4JET] (3.96) 


pe^ at eel ee ees be eI 
这 里 我 们 证 明 UDFHT 可 以 用 于 实现 DCT - M ( 见 式 (3.91), È (3.93) ~ 
(3.96) 及 表 3.7) 。 








其 中 


x Le 
^ [VN pz0 
证 明 : 当 N=8 时 ， 由 式 (3.97) 可 得 
T(0) 2C" (0), T(1) 2C" (2), T(2) 2C" (a), T(3) =C (6) (3.98) 








因此 式 (3.94) 中 的 第 一 个 公式 是 成 立 的 。 为 证 明 式 (3.94) 中 的 第 2 个 公式 也 
成 立 , 令 有 =N-1-m 并 带 入 式 (3.97) 可 得 


T(N-1-m) = F acos (20 -2m 一 2 + Lj (3. 99a) 
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H k I (3. 99a) 中 的 m， 并 利用 关系 cos(2T - a) =cos(a), A: 
T(N-1-À) = Fac ((2k +1) «xy 


(3. 99b) 
= Cll (ok +1) 0zxk«N/2 
IN (3.98) 和 式 (3.99) APL FE ERIE SN AXE A T : 
c! (0) 100000 0 O77(0) 
c! (1) 000000 0 I| T(1) 
UE 0100000 01|7(2) 
C! (3) 000 0 0 0 1 OF 7(3) 
= (3. 100) 
Ca 0010000 01 7(4) 
CI (5) 0000010 0| T6) 
C! (6) 000 10 0 0 0/|7(6) 
c"(7)] lo 0 0 01.00 0JL7(7) 


ct (3.97) 中 的 性 质 如 图 D.1b 所 示 。 对 称 扩 展 CL (kk) (HMMA 
cos[ 叶 (t+ 村 办 ]) ， 然 后 抽取 序列 得 到 Tk) (其 基 丽 数 为 eos [S (21 hp 


进而 用 CE(CN+1) 代替 CECN)， 即 CLI(N) =CECN+1)， 其 他 系数 也 可 用 类 似 
方法 得 到 。C (1 ，S (k), C (E) (SUA D.1c) MSEC) 的 这 一 性 质 将 会 在 
本 书 附录 D. 3 中 用 到 (c ok) 是 一 个 I 类 DCT 系数 ， 以 此 类 推 ) 。 





3.13.1 UDFHT 的 快速 结构 


UDFHT 可 以 用 DFT 算法 计算 得 出 。 仅 考虑 m = p/2(p 为 整数 ) 的 情况 ， 
DCT - IAI DST -本 的 快速 结构 可 以 分 别 通 过 DCT - IA DST - 亚 的 转 置 得 到 。 令 


n-(-n-2nj)moduloN RB] n 2s,N -n -2ng (3. 101) 
Hij0znzN-1 Ey s 为 整数 。 注意 ， M n2sN-n-2n, IA s; =s，。 MA . 
=a 
X(k 
2402] E > Pix (nr) 
My, n -0 


» (3. 102) 
= UON Ax(n) + X; Be?" oy( n) Je -jN (k+ko) (ntno) 


N-1 
= Wt S DX Ax(n) + ABW (n) ] Who" w 


n=O 
UDFHT n[ LJ FS s] 4B [E BE RA ez 2J 
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X-2|T|x 
NF, X AN 点 变换 回 量 ; x 为 NN 点 数据 问 量 ; [T] 为 (NxN) UDFHT R, 
UDFHT 可 以 用 DFT - I 结合 前 处 理 和 后 处 理 实现 ， 图 3.26 给 出 了 NV=8、 
no =2 时 的 例子 。 从 式 (3.101) nAn 21 xN-n-2xng 24, Bl n 20 Hs, = 
1。 从 图 3.26 可 以 看 出 ， 如 果 用 Mult(N) RS N A FFT 中 (复数) 乘法 运算 的 个 
数 ， 则 UDFHT 使 用 乘法 的 次 数 大 约 是 Mult(N) +4N。 其 中 ， 多 出 的 4N 个 乘法 运 
BRA [0] 中 的 蝶 形 算法 及 FFT 模块 前 后 的 相 乘 运算 (Wher, Wto) 








[Q] 
x(0) AIA we W "oko 20 
x(1) E E E W^ WU Tko) no zm 
"INE C NN penom eo 
" LH ANS DS wko — x 
" d aia BA y 4ko 8 点 FFT Wy (4+) Mm "T 
5k 

x(5) ~ 4/4 > T w G* no XG) 
x(6) ===- ` m dia y (6* £o no X(6) 
x(7) Pc W Tko y Ck) ny km 

ME eee —— nem —€— 

BW No/A BW NOJA A BW No A4 BW ~2Nko 


|4--BWw Mo | [4+BW 2Nto | 





图 3.26 非 标 准 化 UDFHT 的 快速 算法 结构 (N28, no 22, A= VIA 4+ BI’, 
Wee """) (参考 文献 [1-29] © 2002 IEEE) 





此 外 ， 还 可 以 从 图 3. 26 中 看 出 UDFHT 具有 正 交 性 。 由 于 在 FFT 模块 前 后 进 
行 的 相 乘 运算 是 正 交 的 ， 且 FFT 本 身 是 正 交 矩阵。 因此 ， 当 且 仪 当前 处 理 和 矩阵 
[Q] 的 元 素 (k, n) 正 交 时 ，UDFHT EZ, HF, E [Q] 的 元 素 (k, n) 由 
下 式 给 定 : 


A/A “kan “kA 
BW ~ sao 7A “khAn 4k=n 
= = dx T (3.103) 
(A +BW-**N)/1A +BW N] 4h=ne=n 
0 其 他 
式 中 , A= /IAI  «IBI?; n=s,N-n-2n,, HU EDA: 
AB =0 BK cos(2ms,k, -中 + 中) =0 (3. 104) 


使 用 式 (3.91), sO (3.97) ~ (3.103) 和 表 3.7， 可 以 画 出 通过 FFT 实现 的 
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x 
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DCT - 亚 流程 ， 如 图 3.27 所 示 。 这 里 4 =B=1/2, kj 21/4, ny =0。 因 此 通过 式 
(3.101) 可 以 得 出 当 n=1 时 ， fjn2lxN-n-2xng 27, iX H (NxN) DCT-I 
AREE [C^] 2[P9][T], [T] 由 式 (3.102) EM, HERR, FET 模块 的 输入 、 输 出 均 
为 卓然 顺序 ， 后 处 理 矩 阵 [Py] 由 式 (3.100) 定义 。 

Oraintaral | -??- 通过 将 变量 A 和 B EE n AY eR 将 UDFHT 推广 为 GCDFHT。 并 
据 此 开发 了 调制 重 登 变换 (Modulated Lapped Transform, MLT) 的 快速 结构 ， 以 及 
通过 12 点 FFT 高 效 实现 改进 型 离散 余弦 变换 (Modified DCT, MDCT) 的 流程 。 

Potipantong £% A 11-301 FXF 256 点 UDFHT 提出 了 一 种 新 颖 的 结构 。 该 结构 使 用 
已 有 的 FFT 耳 核 混合 前 处 理 、 后 处 理 运算 。 这 一 结构 基于 Xilinx Virtex - I Pro 
FPCA， 可 以 用 于 实现 一 系列 的 离散 变换 ， 包 括 DFT/DHT/DCT/DST, 4 fii Hi 
100MHz 的 时 钟 频率 ， 可 以 在 9. 25s 内 实现 256 点 UDFHT, 











[T] [Po] 





X(0) 
X(1) 
X(2) 
X(3) 
X(4) 
X(5) 
X(6) 


X(7) 


[3.27 JH FFT 实现 8 点 DCT -于 的 例子 (Wz2e-?"*5) (参考 文献 [1-29] © 2002 IEEE) 





Wahid 等 人 -4 提出 了 一 种 计算 8 点 变换 的 混合 结构 ， 可 以 在 一 个 最 高 工作 频 
率 为 118MHz 的 Altera FPGA 上 实现 三 种 变换 一 一 DCT、DFT 和 离散 小 波 变换 
(Discrete Wavelet Transform, DWT), MAE E A cd MBA d ABER, TIERE 
共有 的 结构 将 被 识别 并 共用 。 

素数 长 度 的 DFT 可 以 通过 下 列 方式 计算 首先 将 其 转化 为 卷 积 ， 然 后 使 用 
FFT 计算 该 卷 积 。Bluestein FFT 算法 上 :1 和 Rader 素数 算法 -为 两 种 将 DFT 变 
换 为 卷 积 的 方法 。 





3.14 Bluestein FFT 算法 


Bluestein FFT £j; 9.19) 也 称 为 chirp z 变换 算法 ， 可 以 O(N log, N) HY) dd Ae BE 
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计算 素数 长 度 的 DFT。 具体 算 法 如 下 : 
将 DFT 先 乘 后 除 以 WEY, A, 


N-1 
X'(k) = 2x(n) k20,1,-,N-1 (2. 1a) 
n -0 
得 
< aset E E E T 
XECE) = Xaa WEW O were 
n=0 


N-1 
_ wey we” ? (x(n) We?) (El 2kn zh pi = (k - n)?) 
n=0 


N-1 
k?/2 ^ 
-W. 2, w(k - n)&(n) 
-W^^w(n*zmn)|  kz20,,-,N-1 (3. 105) 


AF, x(n) =x(n)Wr?, n=0, 1, =, N-1; w(n) =w"? n--N«l, -N 
+2, =, -1,0, 1, =, N-1 CI, 3.28), 


2 


EE] Og p nue = w” F 对 于 
偶数 NN 为 偶数 ， 式 (3.105) 中 的 卷 IU 
积 可 以 看 作 是 复数 序列 的 NN 点 循环 卷 
H ( 见 图 3.29b)。 两 个 周期 序列 在 时 
域 或 空域 的 循环 卷 积 相当 于 两 者 在 图 3.28 JH Bluestein 算法 计算 DFT 
DFT 域 的 乘积 ( 见 式 (2.24))。 类 (中 间 的 模块 使 用 了 一 个 FFT 和 一 个 IFFT) 
U, RER wn) 的 DET 提前 计算 好 ， 则 式 (3.105) 中 的 卷 积 可 以 使 用 一 对 FFT 
来 实现 。 









入 2 
£(n)« Wy"? 


X*(k) 


2 k? 
Wy /2 Wy /2 








2-1 g l2 35 A "cud dou So an dd 
| N-1 | ^ N-1 
一 个 普通 的 周期 序列 XX (3.105) 中 的 周期 序列 
w(n)= W re 


a) b) 
图 3.29 ”以 偶数 NN 为 周期 的 周期 序列 (N 26) 
然而 对 于 奇数 N， 有 WY = WO, 因此, x (3.105) 中 的 卷 积 对 


应 于 一 个 2N 长 度 的 循环 卷 积 ， 此 时 需 在 1x(n)| 末尾 补 NN 个 零 。 因 此 偶数 位 置 
的 V 个 输出 样本 是 输入 序列 的 DFT， 因为 对 |x(n)| 末尾 补 零 相 当 于 在 频 域 进 行 
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插值 ( 见 本 书 2.7 节 ) 。 
对 于 偶数 W, sh (3.105) 中 的 循环 卷 积 可 以 通过 下 面 NV=4 和 N=6 的 例子 进 
行 说 明 。 





x’ (0) /WE 
» X" (0) 1 a -1 a \(x(0) 
X)W] | XFL) Za re dos ci P 
= 一 | X — ^ 
>| AXF(3)7 a -l a 1 Ax(3) 
X* (3)/W*. d 
(3. 106a) 
X* (0) 1 b -jb j -jb b \(x(0) 
X" (1)/b b 1 b -jb j -jb [x(1) 
jX"(2)/b| | -jb b 1 b -jb j |x(2) (3. 106b) 
-jX" (3) j -jb b 1 b -jb £(3) 
jX* (4) /b -jb j -jb b 1 b |x(4) 
XE (5)/b b -jb j -jb b ] x) 
WP, a 和 5 分 别 对 应 于 和 N=4 和 N=6 时 的 exp(jm/N)。 
类 似 地 ， 令 
N-1 
Y'(k) = YxG)W."  kz20,1,-, N-1 (3. 107) 
n=O 


N-1 
n=0 


N-1 
= Wy Ew +n)x(n) k 20,1,--, N-1 (CN 为 偶数) 
(3. 108) 
Wm CY'(k)] 为 [X Ck) ]J'2[X (0), X(N-1), X'(N-2), =, X (2), 
XF(1)]!, BEB, X (k) 由 式 (2.1a) 和 式 (3.105) 定义 。 通 过 引入 因子 IN, 
3X (3.107) 对 应 于 式 (2. 1b) 的 IDFT。 


3.15 Rader MAB E. 





整数 模 N 运算 表示 为 
( (n)) =n modulo N (3. 109) 
如 果 N 为 整数 ， 则 有 一 个 数 g 使 得 整数 mm=1,， 2, +, N-1 SRM meal, 2, + 
N -1 满足 一 一 映射 ， 定 义 为 


? 
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m=((g")) (3. 110) 
例如 , € N27, g=3, Wr 到 mm PRA 





EUR ies EUN Se Fee 


v0) = Det) (3.111) 
x(0) 无 需 进 行 相 乘 ， 最 后 加 入 求 和 过 程 即 可 。 


XF(0) -x(0) = È snes- jm k21,2,-,N-1 (3.112) 
交换 求 和 项 的 顺序 ， 则 公式 的 顺序 通过 变换 改变 了 。 

n—((g")) k—( g^ )) (3. 113) 
HX (( 79) =CCe")) ROC) 2 (C2). 


N-2 
X (9) -x(0) = Palle") exp(—j2B((gt4)))  k1,2,3, NI 
n -0 


(3. 114) 
X (3.114) 是 序列 ix((g)) | Slexp| -j(20/N) ((g"**))]] 的 循环 相关 。 由 
FN 为 素数 ， 因 此 N-1209 8, MEAK — hiv 


X" ( (g^)) -x(0) =IDFT | DET [x( (g^")) ] DET |exp| — 
~ 
(3.115) 














k, n=1, 2, =, N-1 
式 中 ,“。 ”表示 两 个 序列 对 应 位 置 的 元 兹 相 乘 。DFT 和 IDFT 分 别 通过 FFT 和 IF- 
FT XM, MATLAB 程序 代码 如 下 : 











WET: 
=[0123456]; % Input to be permuted 

p.a -[a(2) a(6) a(5) a(7) a(3) a(4)]; 74 154623z-((g( -n))) 
-[326451]; 

b -exp( -j *2 * pi * n/N) 

c =ifft( fft(p_a). * ft(b)) *a(1); % Convolution 

out = | sum(a) c(6) c(2) c(1) c(4) c(5) c(3)] | 96 Output comes after a permutation 

fft( a) % This should be equal to the output 


3.16 “小 结 


在 讨论 DFT 的 定义 和 性 质 ( 见 本 书 第 2 章 ) 之 后 ， 本 章 全 面 介 绍 了 各 类 快速 
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算法 : 基 -2,， 基 -3， 基 -4, EA, DAI, DIT -FFT 和 DIF - FFT 等 。 对 于 
基 -8 FFT 的 应 用 ,读者 可 以 参阅 参考 文献 [OIS, 05] 及 图 8.21)。 本 章 还 讨论 
了 其 他 快速 算法 ， 如 WFTA、 素 因子 FFT、UDFHT 4, 

这 些 算法 总 的 目的 是 减少 计算 复杂 上 度 ， 降 低 截 断 / 四 舍 五 入 误差 ， 以 及 减少 对 
内 存 的 需求 。 显 然 这 些 算法 对 于 IDFT 也 适用 。 各 类 基 ( 基 -2, 基 -3, 基 -4 等 ) 
对 于 特定 的 平台 和 结构 各 有 优势 ， 如 基 -16 FFTILY]。 因 此 设计 者 可 以 在 这 些 算法 
中 进行 选择 ， 以 适应 特定 应 用 的 需求 ， 如 使 用 DSP、 微 处 理 器 或 者 VLSI 芯片 等 。 

后 续 的 章节 将 FFT 扩展 到 整数 FFT。 尽 管 整数 FFT ( 见 本 书 第 4 BE) 是 一 项 新 
技术 ， 但 它 已 经 获得 了 相当 瞩目 的 应 用 。 

















3.17 Sm 


3.1 通过 反比 特 顺 序 (BRO) 重 排 DFT REIT, BT DAE — Ah LAB E ET 
得 到 一 种 快速 和 有 效 的 算法 ， 习 题 3. 3 中 给 出 了 N=8 ( 稀 玻 矩阵 因子 和 流程 图 ) 
时 的 情况 。 

(a) 扩展 到 IDFT (N=8). 

(b) 扩展 到 DFT (N=16)。 

(c) 扩展 到 IDFT (N=16)。 

画 出 流程 图 ， 计 算出 上 述 操 作 所 需 的 乘法 和 加 法 的 次 数 ， 以 及 从 流程 图 获得 的 
Ps AB EE DAI 

3.2 ”通过 行 / 列 一 维 DFT 技术 可 以 实现 二 维 DET. ( 见 本 书 第 5 章 ) ， 使 用 习题 
3.1 的 FFT 方 法 ， 佑 计 下 列 情况 所 需 的 乘法 和 加 法 的 次 数 

(a) (8x8) 2D - DFT, 

(b) (8x8) 2D -IDFT。 

(c) (16x16) 2D -DFT。 

(d) (16x16) 2D - IDFT, 

3.3 ”如 图 3.4 所 示 ， 稀 玖 矩阵 因子 (SMF) 和 DFT 和 矩阵 在 3. 2 节 给 出 ， 其 行 
以 BRO 重 排 ,N=8。 即 [DFT] £TEJ BROS(A,1]1[A,][A4 ] 顺序 重 排 。 

注意 此 和 矩阵 不 是 对 称 的 。 证 明 这 种 关系 是 正确 的 ， 即 实现 此 和 矩阵 的 乘法 操作 
[A,1LA,][4,], 2 N=8 时 IDFT AY SMF 有 哪些 ?特别 是 行 BRO 后 DFT B3 16 
的 SMFE， 一 个 矩阵 的 西 性 质 是 对 其 行 和 列 重 排 的 不 变性 。 

3.4 ~“4N=16 时 重 做 习题 3.3， 参 考 式 (3.7) 中 的 SMF, 

3.5 mt N=8 和 N=16 时 的 DFT 流 图 ， 并 夯 出 习题 3.3 和 习题 3.4 中 N=8 
和 N=16 时 的 IDFT 流 图 。 

3.6 依据 N=8、N =16 时 的 SMF 写 出 N=32 时 DFT 矩阵 (fy BRO) 的 
SMF。 对 于 IDFT 相应 的 SMF 是 什么 ? 


98 快速 倩 里 叶 变 换 ， 算 法 与 应 用 





3.7 ” 当 N=27 时， 开发 一 种 基 -3 DIF -FFT 算法 ， 夯 出 流 图 并 写 下 SMF, it 
算出 实现 此 算法 所 需 的 乘法 和 加 法 次 数 。 

3.8 对 于 基 -3 DIT - FFT 重 做 习题 3.7 , 

3.9 当 N=9 时 重 做 习题 3.7。 

3.10 24 N 2 16 Hj, PSE -4 情况 重 做 习题 3. 7 和 习题 3. 8 。 

3.11 当 wV=64 时 ， 开 发 一 种 基 -4 DIT - FFT 算法， 并 画 出 流 图 。 

3.12 利用 式 (3.33)， 当 N=64 时 ， 开 发 一 种 基 -4 DIF - FFT 算法 ， 并 画 
出 流 图 。 





N-1 N-1 
3.13. 4 X*(k) = Vian) WY, k 20,1, =, N-LfllxCn) TORIO 
n=0 k=0 


n =0,1,…, N- 129 DET 和 IDFT 变换 对 x(n)SOX  (k) ; XE Wy =exp( -j2m/N) , 
j= /-1l. x(n) 是 原始 序列 ， X" (k) 是 变换 序列 ， 当 N-16 时 推出 下 列 快速 算法 : 

(a) 基 -2 DIT -FFT。 

(b) 基 -2 DIF - FFT, 

(c) 基 -2 DIT/DIF -FFT。 

(d) 基 -2 DIF/DIT -FFT。 

(e) 基 -4 DIT - FFT, 

(f) #£-4 DIF -FFT。 

(g) 分 裂 基 DIT -FFT ( 见 参考 文献 【SR1] ) 。 

(h) 分 裂 基 DIF -FFT ( 见 参考 文献 [SR1] ) 。 

(1) 画 出 从 (a) 到 (h) 的 所 有 算法 的 流 图 。 

G) 比较 所 有 算法 的 复杂 度 (加 法 的 个 数 和 乘法 的 个 数 ) 。 

(k) Sih (i) whore Art AB eA 

(1) 检查 所 有 算法 的 内 在 性 质 。 

(m) 对 DFT 和 IDFT 这 所 有 算法 都 有 成 立 吗 ? 对 于 IDET 需要 做 哪些 修改 ? 

(n) DIT 和 DIF 因 何 得 名 ? 











(235883. 14、3. 15 需 参 阅 参 考 文献 [ SRI]) 

3.14 3X (3.40) 摘 述 了 DIF -FFT 的 分 裂 基 算法 ， 这 是 一 个 基 -2 和 基 -4 25 
合 使 用 的 算法 。 

(a) 利用 DET 的 定义 推 吐 式 (3.40), 

(b) 画 出 N=16 时 的 流 图 。 

(c) ThA. 

(d) 推导 反 变 换 并 重复 (b), (c), 

(e) 比较 基 -2 和 基 -4 算法 的 乘法 和 加 法 。 

(f) “4 N=16 时 推出 相应 的 DIT -FFT 分 裂 基 算法 。 

3.15 利用 参考 文献 [SRI] 中 的 式 (10) 给 出 的 DCT(k, N, x) 定义 推导 出 
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参考 文献 [SRI] 的 式 (22) ， 写 出 详细 步骤 。 

3.16 (a) 推导 当 N=8 WRIA FFT, 图 4.4 给 出 了 该 流 图 的 提升 方案 。 

(b) 图 4.4 所 示 流 图 中 获得 稀 朴 定 阵 因子 。 

(c) 推出 N=8 时 的 反 变 换 并 男 出 流 图 。 

3.17 分 别 用 FFT ( 见 图 3.27) 和 DCT — III 实现 8 点 DCT -II (使 用 MAT- 
LAB)。 并 验证 两 者 的 结果 对 一 个 8 点 输入 序列 是 相同 的 。 

3.18 ”证 明 式 (3.82), ， 并 利用 其 证 明 式 (3. 79) , 

3.19 当 N=3 和 N=5 时 ,给 出 与 式 (3.106) 类 似 的 公式 。 





(习题 3.20 ~3.21 ZEE TA 3 3. 11 WH) 

3.20 求 出 下 列 条 件 下 威 诺 格拉 德 侍 里 叶 变 换算 法 (WFTA) 输入 输出 序列 的 置 
HAERE, 

(a) N=2x3 (b) N=3x4 (e) N=3x7 (d) N=4x5 (e) N=5x7 

3.21 FAS (1, 1) ZEB RBS ERA E 3. 20, 


(习题 3. 22 是 关于 本 章 3. 13 1 UDFHT 的 ) 

3.22 类似 式 (3.97) ~ (3.100) 中 DCT -II 的 证 明 过 程 ，UDFHT 可 用 于 
实现 下 列 算法 。 

(a) DCT-II (b) DCT-IV (ce) DST-I (d) DST- 亚 (e) DST -TV 


(习题 3. 23 ~ 3. 24 是 关于 本 章 3. 15 RJ) 

3.23 ”根据 以 下 条 件 产生 Rader RAGA Mt! 的 映射 关系 。 

(ay N=5, g =2 (b) N=11, g=2 (e) Neal, g=2 

3.24 JH MATLAB 实现 习题 3. 23 条 件 下 的 Rader 素数 算法 。 

3.25 ”在 参考 文献 [T8] 中 ，Agaian 和 Caglayan 开发 了 一 种 基于 FFT 的 快速 
递归 正 交 图 算法 ， 对 以 下 的 情况 给 出 类 似 的 算法 和 流程 图 : 

(a) V=16 时 基于 FFT 的 沃 什 哈 达 玛 变换 (Walsh - Hadamard Transform) (Nil 
参考 文献 [T8] 中 图 1)。 

(b) N=8 时 基于 FFT 的 哈 尔 变 换 (Haar Transform) 。 

(c) N28 时 基于 FFT 的 沃 什 哈达 玛 和 哈 尔 相 结合 的 变换 ( 见 参考 文献 [ T8 | 
IPOD 

(d) N=8 时 最 低 复 杂 度 的 FFT 算法 〈 见 参考 文献 [T8] 中 图 3)。 


3.18 ”课程 实践 





3.1 修正 本 书 附录 H. 1 的 代码 实现 N=3 x4 的 WFTA。 


Bam 整数 快速 傅 里 叶 变 换 


由 于 浮 点 运算 非常 耗资 源 ， 因 此 在 实际 应 用 中 ， 浮 点 数 经 常 被 量化 为 固定 点 
(比特 ) Be (整数 )。 在 实现 FFT 的 每 个 中 间 环 节 ， 比 特 数 都 为 固定 值 ， 记 为 N,。 
每 次 操作 之 后 ， 结 果 中 最 高 有 效 位 ( Most Significant Bit, MSB) 只 保留 V 比特 ， 
其 余 比 特 均 被 截 去 。 由 于 DFT 系数 经 过 了 量化 ， 因 此 传统 的 定点 算法 影响 着 DFT 
的 可 逆 性 。 

整数 快速 传 里 时 变换 (IntegerFFT, IntFFT) 是 DFT AY ee Io), ERTL 
通过 仅 包 含 移 位 和 相 加 的 运算 实现 ， 而 不 使 用 乘法 。 与 定点 FFT (Fixed - Point 
FFT, FxpFFT) 不 同 ，IntFFT 具有 功率 上 自 适 应 性 和 可 逆 性 。 当 变换 系数 被 量化 为 固 
定位 数 的 比特 时 ，IntFFT 与 FxpFFT 具有 相同 的 精度 。 由 于 仪 包含 整数 运算 ， 因 此 
IntFFT 的 复杂 度 要 比 FxpFFT 低 得 多 。 

由 于 DFT 具有 正 交 性 ， 因 此 DFT ÆTTA, BRANKA E. E 
DFT 的 硬件 实现 中 ,通常 采用 的 是 定点 运算 (相当 于 进行 了 量化 。 一 一 译 者 注 )。 
耳 接 对 变换 系数 进行 量化 会 影 啊 其 可 逆 性 。IntFFT 可 以 在 变换 系数 被 量化 为 有 限 长 
度 的 二 进 制 数 的 同时 ,确保 DET 的 可 首 性 和 完美 重建 特性 。 

在 长 度 为 N=2”(n 为 整数 ) 的 DET 快速 算法 结构 (如 分 裂 基 、 基 -2、 基 - 
4 等 ) 中， 提升 分 解 算法 可 以 代替 其 中 的 2 x2 正 交 矩阵。 尽管 提升 系数 经 过 了 量 
化 , 但 IntFFT 依然 是 可 逆 的 ， 而 且 也 是 功率 上 自 适 应 的 。 也 就 是 说 ， 对 不 同 的 提升 
系数 可 以 用 不 同 的 量化 步 长 。 


4.2 提升 技术 












































提升 技术 用 于 构建 小 波及 完美 重建 (Perfect Reconstruction, PR) 滤波 器 
Jett Tt -4.1701 。 双 正 交 滤波 器 具有 整数 系数 ， 可 以 方便 地 实现 由 整数 到 整数 的 
TEER 

Al 4. 1 给 出 了 提升 技术 的 双 通 道 系统 。 第 一 个 分 文 执行 4 操作 ， 称 为 对 偶 提 升 
(dual lifting); 第 二 个 分 文 执行 A 操作 ， 称 为 提升 (lifting)。 可 以 看 出 ， 该 系统 对 
于 任意 的 Ao FA, 均 可 实现 理想 重建 。 需 要 注意 的 是 ，4。 AA, 可 以 是 非 线 性 运算 ， 
如 伟人 操作 或 回 下 取 整 运算 等 。 回 下 取 整 表示 取 小 于 等 于 当前 数 中 最 大 的 整数 。 
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Xo = . 


MET 





n= fa 


图 4.1 提升 技术 能 够 确保 任意 Ag PUA, 情况 下 的 理想 重建 (理想 重建 表示 最 终 
输出 等 于 输入 ; 这 里 Ay MA NRA) (参考 文献 [1-6] © 2002 IEEE) 


4.3 算法 


IntFFT RIAK T lee AF BRA 70077 V Rx mx, + jx; 为 一 个 复数 ， 
WI x 与 旋转 因子 Wy! = exp PTE) = o = cosg + jing 相 乘 的 结果 也 是 一 个 复数 ， 色 


yzWy"x, AA 
cosO -sinô | x, ax. 
y=) | Je Q.D UR (4.1) 


sing cos x 


1 


其 中 
cosÜ  -— sinO 
[Ro | x | | (4. 2) 


sinÜ . cos 
通过 使 用 2 WERA (Sum - Of - Powers - Of - Two, SOPOT) 表示 [R] 来 
构建 一 个 无 乘法 的 (或 整数 ) 变换 。 其 主要 困难 在 于 ,一旦 [Ri] 的 元 素 被 舍 入 
到 SOPOT 数 ， 其 道 的 元 素 不 能 用 SOPOT 来 表示 (本 章 前 半 部 分 介绍 的 IntFFT 解 
决 了 这 一 难题 )。 也 就 是 说 ， 石 式 (4.1) 中 的 cosh 和 sind 被 量化 为 SOPOT 系数 a 
AB, M) [RJ 和 其 逆 可 表示 为 





A =|? M (4.3) 
Kien a (4.4) 


HF a FB Æ SOPOT 系数 ， 因 此 在 一 般 情 况 下 ， va +B* 不 能 被 表示 为 SOPOT 系 
数 。 整 数 变换 (或 无 乘法 的 变换 ) 的 基本 思想 就 是 将 [RD 分 解 为 3 个 提升 步骤 。 
如 果 det([A]) =1 H c04, WA. 


qa b| |1 (a-1)/e |1 O1 (d-1)7c 
as aJ" lo 1 | ode l | da 


由 式 (4.5) Al [R] 可 被 分 解 为 


cos - 1 cos - 1 
1 : 1 ; 
A sind [ 7 | sin [tentene 
0 1 P 0 1 
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RS T 











0 l 1 
[IR ^ = ies TR] | 
cos@ — 1 cos0 — 1 
| | sinô | n 由 sind | at) 
0 ] -sin 1 0 ] 
式 (4.6) 各 个 因子 中 的 系数 可 以 被 量化 为 SOPOT 系数 ， 即 
mates Zh Ta ilc T ae 
"UU |o 1Jp, Ijo 1 d 
XP, a, FB, 分 别 为 〈cosg — 1) /sin8 和 sind 的 SOPOT 近似 ， 其 形式 为 
ay = > a2" (4.9) 
k=1 
AF, a,e{—-1, 1}; hel-r, … —1,0, 1, es orbs r NAAM: tH 





每 一 系数 中 求 和 项 的 个 数 。 变 量 1 的 取 值 通常 是 有 限 的 ， 这 样 可 以 使 旋转 因子 的 相 
乘 仅 用 有 限 次 加 法 和 移 位 操作 实现 。 当 上 增 大 时 ， 整 数 FFT SAE DFT, 

与 传统 的 蝶 形 (Butterfly, BF) 结构 相 比 ， 提 升 结构 具有 两 大 优势 。 首 先 ， 实 数 
相 乘 运算 从 4 次 减少 到 了 3 次 (尽管 相 加 运算 从 2 次 增加 到 3 次 ) (ULE 4.2 和 图 
4.3)。 其 次 ， 这 一 结构 允许 对 提升 系数 进行 量化 而 不 影响 其 完美 重建 性 。 具 体 来 说 ， 
不 同 于 直接 量化 式 (4.2) P [R] 的 各 个 元 素 ， 而 是 量化 提升 系数 * 和 (s -1)/c. 
相应 地 ， 逆 运算 同样 包含 3 个 提升 步骤 ， 并 使 用 同样 的 提升 系数 ， 仅 是 符号 取 反 。 

















|| 4-ccjs 
X=Xr+]JXi ————— y=ax = x 


1. 
qc js 
y=y, + 一 一 > 一 X=7F》 一 








图 4.2 实现 上 述 复数 相 乘 和 其 道 运算 的 蝶 形 运算 结构 图 
(s-sin0, c 2cos0) (参考 文献 [1-6| © 2002 IEEE) 


[0514.1] 考虑 旋转 因子 Wl, 0= —-m/4, (cosg -1)/sinü 2 42 — 1, sind = 
-1/V2。 如 果 将 这 些 数 分 别 量化 至 小 数 点 后 一 位 ， 则 o, 20.4, B, 20.7, 


1 047 1 Ol 04] [0.72 0.688 
84] =| 5 1 | o 7 o 1 Iu 7 0 | aw) 
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图 4.3 ”实现 上 述 复数 相 乘 和 其 道 运算 的 提升 运算 结构 图 
(s=sinO, c=cosO) (参考 文献 [1-6] © 2002 IEEE) 


1 -0.4 1 O71 -04] [072 -0.688 
sala dor ido 1 Dl J 108 


0 1 0.7 110 1 0.7 0. 72 
XX (4.8) 和 式 (4.10) 定义 的 提升 技术 对 于 取 任 意 (KARRA ag MI B, 均 适 
用 。 此 时 [Sy] PFEZ ([5] 一 关 [So] ) ， 但 开发 其 反 变换 与 正 交 变换 一 样 容 
易 ， 因 为 [56] 和 [S,] ”对 角 线 上 元 素 都 为 1， 而 且 其 他 元 素 仪 符号 不 同 ( 见 图 
4.2 和 图 4.3)。 因 此 ， 两 种 方案 均 能 保证 有 理想 逆 变 换 或 理想 重建 ， 因 为 [So] 
[Sy] -LI] (UEZ) H. [R ]"[R] =U] ( 正 交 ， 见 4.2 55), 

IB] ric. TESCO BENE , AREE AT HOS EESTI. WIDE 
我 们 对 系数 进行 舍 人 ， 则 其 逆 运 算 将 会 变 得 十 分 复杂 。 但 如 果 我 们 能 将 旋转 因子 分 
解 为 提升 结构 ， 则 即使 对 系数 进行 舍 人 和信， 旋转 因子 痢 存 在 理想 的 逆 运 算 。 一 旦 提升 
结构 中 的 系数 经 过 了 舍 人 操作 ， 则 旋转 因子 可 以 通过 蝶 形 结构 或 提升 结构 进行 理想 
求 逆 运算 ， 而 用 提升 结构 能 够 减少 一 次 乘法 运算 。 

参考 文献 [1-6] 给 出 了 一 个 基于 分 袭 基 结构 的 8 点 整数 FFT 算法。 图 4.4 给 
出 了 整数 FFT 的 格 型 结构 图 ， 其 中 的 旋转 因子 Wi 和 We 可 以 通过 因 式 分 解 实现 。 
参考 文献 [1-7] 给 出 了 基于 基 -2 按 频率 抽取 (Decimation - In - Frequency, 
DIF) 整数 FFT。 我 们 以 牺牲 部 分 精度 为 代价 来 设计 高 效 的 整数 FET 算法 。 

HAATI, MARE, MEHI (4.60. 240e6(- m, -TO2)UCT 
2, 7) AY, TEIL, MARA cos0 <0， 所 以 1(0cosg —1)/sin0l >1。 此 时 应 当 控 制 提 
升 系数 的 绝对 全， 使 其 小 于 等 于 1， 可 通过 用 -[Ro,。] AR [R] 实现 ， 过 程 
a P: 

















HR] = -[Ry..] = -| -cos | sind | 


—sinÜ  — cos0 


E 1 (c+1)/s|| 1 P uud 
E -| 1 | 110 1 
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原始 序列 变换 序列 


x(0) Q O Q O E O XF(0) 
x(1) a ie — EN XF(4) 
x(2) Ny. LAS Lo — A ^0 
ox LS NL VS es 
XXX =l Wi j 
x(4) AO Q O g Ar x1) 
x(5) LAS SEI jan Fe A~ X" (5) 
x(6) /Z NN KX ee O OF 


fin LS >L 
NS pov nn | la hr p 


图 4.4 使 用 分 裂 基 结构 的 S 点 整数 FFT 的 格 型 结构 图 ''-” (旋转 因子 经 量化 或 伟人 
取 整 以 便于 表示 为 16 比特 (N. 比特 ) 。 每 一 次 乘法 的 结果 都 被 均匀 量化 为 N, 比特 。 
内 部 节点 所 需 的 比特 数 N, 仅 由 大 小 为 N 的 FFT 和 表示 输入 信号 所 需 的 比 
ANN, 确定 ) (参考 文献 [1-6] © 2002 IEEE) 














当 一 个 角 位 于 工 、 工 象限 时 ， 存 在 另 一 种 提升 因 式 分 解法 ， 过 程 如 下 : 
cosÜ  —sinO QO l| sm@ -cosð |] 0 
[Ro] = | cosÜ |- | Te sin IF A 


a | CPER ie UP A 
.|1 0410 1 c 110 1 0 -1 


XM, K0e(-r, 0) Hf, ÆI, VARE sind <0, MI (sind — 1)/cos01 (EL 
F1, HEN, mM- [Ro, |] BR [Ro]， 过 程 如 下 (ILK 4.1): 


HR. = 一 COSO sin0 0 1 -sin cosb 1 0 
E -sinô -cosg | 1 0| -eosü0 -SmnO li0 -l 


(4. 13) 
0 11 (s+1)/⁄c 1 OW1 (se-D7c|1 0 
| ;]o 1 l4 lo 1 k A 


表 4.1 对 每 一 个 0g 值 ， 四 种 可 能 的 提升 分 解 中 只 有 两 种 的 提升 系数 均 落 在 -1~1 的 范围 内 
(参考 文献 [1-6] © 2002 IEEE) 


(4. 12) 


-|Bmm 一 
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例如 ， 给 定 旋 转 因子 Wie "5. M o= -3m4。 此 时 ， 有 两 个 选择 ， 式 
(4.11) 或 式 (4.13), 。 如 条 选 择 式 (4.11), WA: 

DA2 1/432. 

m 


-| ind 1 |J. I 
© lo 1 Jax ılo 1 


将 式 (4.14) RAR (4.1) ， 可 得 一 个 复数 与 旋转 因子 wW 相 乘 的 提升 结构 。 图 
4.4 给 出 了 采用 分 型 基 结构 的 8 点 IntFFT 的 提升 / 格 型 结构 ， 其 中 两 个 旋转 因子 w 
WI Wi(2-WI) 由 提升 结构 实现 。 整 数 IFFT 与 通常 的 一 样 ， 是 整数 FFT hudtgu, 
其 框图 如 图 4.4 所 示 。 
4.3.1 定点 运算 的 实现 

影响 DSP 造价 的 一 个 主要 因素 是 中 间 节 点 的 分 辨 率 ( 即 每 一 步 缀 寄存 紫 的 位 
数 )。 在 实际 应 用 中 ， 采 样 信号 和 变换 系数 的 精度 不 可 能 是 无 限 高 的 。 由 于 浮 点 运 
算 代 价 很 高 ， 这 些 数 通常 被 量化 为 固定 的 比特 数 。 二 进 制 补 码 运算 可 作为 一 个 用 于 
数字 定点 表示 的 系统 ， 在 该 系统 中 ， 负数 使 用 其 绝对 值 的 二 进 制 补 码 来 表示 。 该 系 
统 用 于 在 硬件 、DSP 和 计算 机 上 表示 有 符号 整数 ( 见 表 4.2)。 

表 4.2 4 比特 二 进 制 补 码 整数 (4 个 比特 可 以 表示 为 -8 ~7 范围 之 间 的 数 ) 


| Re] = [Roan = | 
(4. 14) 

















二 进 制 补 码 十 进 制 
0 111 7 

O 110 6 

0 001 1 

0 000 0 

1 11 -1 

1 001 -7 

1 000 -8 








ik: 数字 的 表示 (第 1 列 ) 是 以 最 高 有 效 位 的 形式 呈现 的 。 

每 一 次 加 法 可 能 增加 1 个 比特 ;而 对 于 两 个 ”比特 数 相 乘 的 情形 来 说 ， 每 一 次 
乘法 可 能 增加 2n 个 比特 。 为 了 存储 每 一 次 算术 运算 后 的 结果 并 防止 溢出 ， 后 续 步 
又 节点 比 先前 步骤 节点 需要 更 多 的 比特 。 结 果 导 致 随 着 步骤 的 增加 ， 存 储 结果 所 需 
的 比特 数 会 不 断 累加 增长 。 一 般 来 说 ， 每 一 个 中 间 节 点 的 比特 数 会 被 设置 为 某 个 特 
定 的 值 。 对 于 每 一 个 中 间 节 点 ， 在 一 次 运算 之 后 ， 结 果 中 最 高 有 效 位 ( MSB) H 
保留 特定 的 位 数 ， 未 段 将 会 被 截 去 。 然 而 ， 传 统 的 定点 运算 事实 上 是 对 DFT 系数 
进行 了 量化 ， 从 而 影响 了 变换 的 可 逆 性 。 而 提升 方案 是 一 种 能 够 保持 变换 可 逆 性 的 
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量化 DFT RAIES, 

表 4. 3 所 示 对 比 了 IntFFT 和 FxpFFT 在 降低 噪声 方面 的 性 能 。 在 低 功率 (BIA 
数 被 量化 到 低 分 辨 率 ) 情况 下 ，IntFFT 明显 比 FxpFFT 的 结果 要 好 ; 而 在 高 功率 
时 ， 两 者 结果 相似 。 

表 4.3 DRE FFT 及 其 整数 形式 (FxpFFT 和 IntFFT) 的 计算 复杂 度 (所 需 实数 乘法 和 实 

数 加 法 的 次 数 ， 每 一 级 系数 量化 到 N, 210 比特 ) (参考 文献 [1-6] © 2002 IEEE) 

DA FFT FxpFFT IntFFT 
乘法 次 数 加 法 次 数 加 法 次 数 移 位 次 数 加 法 次 数 移 位 次 数 

10 148 202 144 202 84 

32 | 068 | 388 746 448 559 261 

64 196 964 1420 694 

128 516 2308 4674 2968 3448 1742 


在 二 维 或 更 多 维 的 情况 下 ,行列 法 、 矢 量 基 FFT 和 多 项 式 变换 FFT 算法 是 计 
算 多 维 离散 傅 里 时 变换 (Multidimensional DFT, M -D DFT) 时 常用 的 快速 算法 。 
参考 文献 [1-34] 介绍 了 采用 基 -2(N x N) 二 维 IntFFT 算法 在 多 项 式 变 换 FFT 
中 的 应 用 。 该 方法 可 以 扩展 到 分 裂 矢量 基 算 法 和 行列 式 算 法 中 。 

基 - 2? 算法 有 以 下 特征 : 其 复数 乘法 的 计算 复杂 度 与 基 -4 FET 算法 相同 ， 但 
是 仍然 保留 了 与 基 -2 FET 算法 相同 的 蝶 形 结构 〈( 见 表 4.4) 。 由 于 每 两 个 BF 步 又 
之 后 会 出 现 非 平 凡 乘 法 ， 因 此 相 乘 运算 采用 更 有 规律 的 处 理 方 式 。 如 采 使 用 流水 线 
作业 ， 则 这 种 空间 上 的 规律 性 会 为 便 件 实现 提供 极 大 的 好 处 。 

表 4.4 非 平 凡 复 数 乘 法 的 次 数 ， 一 次 复数 乘法 意味 着 三 次 实数 乘法 
(参考 文献 [1-33] © 2006 IEEE) 








3k 


























N A -2 基 -2 TRIE 

16 10 8 8 

64 98 76 72 
256 642 492 456 
1024 3586 2732 2504 








在 广泛 使 用 的 OFDM 系统 中 [2 1 WET 和 DET 的 变换 对 用 于 子 载波 上 数据 星 
座 图 的 调制 和 解 调 。 在 发 送 端 ，IDFT 的 输入 是 一 系列 数字 已 调制 信号 。 假 设 使 用 
64 -QAM 技术 ， 则 输入 的 电 平 为 *1、+ 上 3、:+ 上 5 和 + 上 7， 可 以 使 用 一 个 6 比特 的 向 
量 表示 。IDFT 的 输出 由 实 信道 上 待 传输 的 时 域 样本 点 组 成 。 相 应 地 ， 接 收 端 将 执 
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fT DFT, 

输入 序列 对 于 实 部 和 虚 部 均 使 用 12 比特 。 内 部 字 长 及 提升 系数 和 旋转 因子 的 
字 长 都 设 为 12 比特 。 

基于 IntFFT, Chang 和 Nguyen 提出 并 证 明了 一 种 VLSI 可 实现 的 基 -27 FFT 结 
构 :1-3 了 1。 其 最 重要 的 特点 是 在 提供 与 传统 FxpFFT 相当 精度 的 同时 ， 能 够 保证 可 首 
性 。 由 于 提升 技术 能 够 比 普通 复数 相 乘 少 用 1 次 乘法 ， 因 此 IntFFT 所 需 的 实数 乘 
法 也 减少 了 。 系 统 仿真 结果 证 实 ， 与 FxpFFT 相 比 ， 基 于 IntFFT 的 结构 也 适用 于 
OFDM 系统 .2 ， 而 且 在 有 噪声 信道 的 情况 下 ， 基 于 IntFFT 的 结构 也 能 提供 性 能 相 
当 的 误 比 特 率 (Bit Error Rate, BER) 。 

















4.4 ”整数 离散 全 里 叶 变 换 





整数 傅 里 叶 变 换 用 定点 数 相 乘 的 形式 来 通 近 DFT' 9! 。 而 定点 数 相 乘 可 以 借 
助 加 法 和 二 进 制 移 位 实现 。 例 如 : 
7xa=a<<2+a<<l+a 
AF, a 为 整数 ;“ << ”为 二 进 制 左 移 运 算 符 。 
本 节 介 绍 两 类 整数 变换 ， 相 应 的 正 癌 和 反问 变换 矩阵 可 以 相同 ， 也 可 以 不 同 。 
这 两 类 算法 分 别称 为 近 完 全 整数 DFT 和 完全 整数 DFT。 


4.4.1 近 完 全 整数 DFT 





S [F] 为 DFT AEE, [F] 为 整数 DFT， 则 对 于 整数 DFT， 若 要 其 满足 正 交 
性 和 可 逆 性 ， 则 需 满足 





|F; ] ° [F]! = [Fy | Lg p = diag (rg, 77,77) -[C] (4.15) 
式 中 ，[ Ff,]" 表示 [F] PERS n 22" (m 为 整数 )。 因 此 可 得 
[C] LR ALR =O (4. 16) 
A TE DFT, SA DFT[F;] 保留 了 [F] 所 有 元 素 的 符号 ， 形 式 如 下 : 
1 1 1 1 1 1 1 1 
a4, -Jo  -ja, AQ =j -a, -a5,*ja, ja Gy + ja» 
1 -j -1 j l -j =l j 
[F] = bi =b, -jb jb b, — jb, -b,  b,+jb, -jb! -b +jb, 
! 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 
bi =b,+jb -jb b, +jb, -b; b, —jby jb: — by — jb» 
1 j zi -j ] j -1 -j 
d, Q4 tja, ja -a tja, -a -4a5-jaj; -Ja -ja 


(4. 17) 
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AE (4.15), [F] 中 以 下 两 组 行 复 内 积 应 为 0， 即 
<Row2, Row6> =0 <Row4, Row 8» =0 (4.18) 
式 中 ，Row 2 表示 第 2 行 。 此 处 复 内 积 定义 为 
<z, w> =w 7 
cP, z Mw 为 复 向 量 ; w 为 w ”的 转 置 。 由 式 (4.18) 可 得 
a,b, =2a 思 一 a,2a, b, zb, (4.19) 
由 式 (4.15) 可 得 
ry-rQ-r4-rQ =N 
ri =r; = (N/2) az + Na? 
rs =r; = (N/2)b7 NDS 
表 4.5 列 出 了 8 点 整数 DET 一 些 可 能 的 参数 值 。 


表 4.5 8 点 整数 DFT 的 一 些 参 数值 (参考 文献 [1-5] © 2000 IEEE) 


a, 2 3 














[F] 仅 有 行 向 量 正 交 。 
In 
Aik, [FILE J" AXE; 或 [ET LE] AAR A FER 
In 
LE] LE, ]! 为 对 角 和 矩阵 ; 或 CF, JU] 为 对 角 和 矩阵 
其 中 , [F] 是 [F] 第 一 列 进行 归 一 化 的 结果 ， 见 式 (4.34). 
In 
LE,] 2 (E612) LF] (4. 20) 


xh, [C] 的 定义 见 式 (4.15), WA CF S [F.]U, Bl [F] 为 本 矩阵 。 
4.4.2 完全 整数 DFT 

4 [F] H DFTE, HSR (4.17) We LP," 与 [IF] “分 别 为 正 向 和 
反 向 整数 DFT, 


1 1 

a3 04 — jd4 

l -j 

bs —b,4 — jb, 
| IF | = ' P 

b> -b4 +jb, 

l j 


G4 a4 +]Jaa 


第 4 章 整数 快 ; 
1 1 
-ja; 一 04 一 ]a4 
_] j 
jb; by — jb, 
1 -1 
-j b4 +jb4 
_] =j 
ja; -a4 +ja4 


速 伟 里 叶 变 换 
1 1 
-a} -a4 +ja, 
1 
- b; by + jb, 
1 -1 
—b3 b4 -jb4 
1 j 
-603 一 04 一 ]a4 


则 对 于 整数 DFT， 奋 要 其 满足 正 交 性 和 可 逆 性 ， 则 需 满足 


| IF | “LF I" = diag( rg, Fi, cm 


式 中 ，r -2"(m 为 整数 ) 。 因 为 [D] 是 对 角 和 矩阵 ， 则 有 





[D] [IF] * CF.] 





[Z] 


AX (4.22) 的 限制 可 知 ， 下 面 这 些 复数 内 积 均 为 0: 


«[F,]BRISS 2 fr, [IF] WR 6 fF > 
«[F,]BISS 4 47, [IF] WI 8 fF > 


此 有 : 


由 式 (4.24), ， 此 处 设 
b, 22a; 


则 式 (4.25) 变 为 


AP, n 为 整数 。 


a, 2a, 


Lk 
ajaz +2a,a, =2 


b, Zb, 


b, 一 a, 


(1) 选择 整数 a 和 a, ， 使 其 满足 
2a, 2a, 2a, 


(2) 选择 整数 5 FI ba, EHIE 


2b, Sb, =b, 


(3) E az, Q4 , bz, b, 为 


式 中 ,为 整数 。 


Hh+l 
b,-2'" a, 


又 由 式 (4.22) 的 约束 可 知 ，[F,] 和 [JF] 对 应 行 的 内 积 应 为 2 BUSCO, DS 


Q4 È a4 


Hh+l 
da m2 55 


bs =b, 


将 式 (4.17) 和 式 (4.21) 代入 式 (4.22), & 


ro =r =r; — lg = N 


, r;) =[D] AXT FA EE 
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1 
a4 + ja 
J 
-ba + jb, 
-1 
-b4 - jb, 
-j 
a4 一 ]Q4 


(4.21) 


(4. 22) 


(4. 23) 


«[F;]BJS 8 47, [IF] BIS 4 17 > =0 
«[F;]BU 6 íT, LIF JENS 2 17 > =0 


(4. 24) 


(4.25) 


(4. 26) 


(4. 27) 


(4.28) 
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r, =r, = (N/2)a,a, + Na,a, 
r> =r; = (N/2)b,b, + Nb, b, 
表 4.6 列 出 了 8 点 整数 DFT 一 些 可 能 的 参数 值 。8 点 整数 DFT fREA I 363 DET 
的 某 些 特性 。 


表 4.6 8 点 整数 DFT 的 一 些 参 数值 (参考 文献 [1-5] © 2000 IEEE) 











LE] 中 , 各 行 是 正 交 的 ， 但 各 列 并 不 正 交 。 
LF,]LIF]" = [D] (4.29) 
) 定义 且 是 对 角 的 ， 其 元 素 为 整数 。 
4 X- [F,]'x, Y=([D] -1[1F])"y， 则 能 量 守恒 性 质 描述 如 下 ， 





xy -XY (4. 30) 
WE AA 
X'Y* z([F;]j'x) (LIF] [D] * x [FF ID] !y* =x"y* 
(4.31) 
4.4.4 循环 移 位 
全 
X'(k) =intDFT[ x(n) ] | Y'(k) =intDFT[ x(n +h) | (4. 32) 
WF, a(n +h) 的 定义 见 式 (2.17), WA: 
Vi(k)=Xi(k)Wy 大 和 天 都 为 奇数 (4. 33a) 
Vi(k) =X'(k)W,™ 其 他 (4. 33b) 


[514.2] 图 4.5 给 出 了 两 个 随机 输入 回 量 x, 和 x, 的 近 完 全 整数 DFT 和 完全 
整数 DFT。 
14 2(2,3,4,5,4,5,2,3)! 
x) = (2.8,4.3 -j0.6,3.7 +j0.9,3. 1 -j0. 6,4. 6,3. 1 +j0.6,3. 70 - 0. 9,4.3 +j0.6)" 
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x (n) 
x (n) 





X*(k) 





X*(k) 








图 4.5 输入 信号 的 常规 和 整数 DFT 分 别 使 用 虚线 和 实 线 表示 (参考 文献 [1 -5] © 2000 IEEE) 
a) 输入 信号 x， b) 输入 信号 x。 c) x, 的 近 完 全 整数 DET 
d) x, 的 近 完 全 整数 DFT e) x, 的 完全 整数 DFT f) x, 的 完全 整数 DET 





对 于 近 完 全 整数 DFT， 选 择 下 列 系数 集 : 
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m m2. @ ly Dy mL. uy 
对 于 完全 整数 DFT， 选 择 下 列 系数 集 : 
(d S =>, b ml, 5,59, areal’, 3919; 5. 910, 27) 
将 [ 五] 的 元 素 F(k,n) 使 用 第 一 列 五 (5,0) 归 一 化 为 





F,(k,n) =F,(k,n)/F,(k,0) | k,n-0,1,-—-,N-1 (4. 34) 
近 完 全 整数 DFT 和 完全 整数 DFT 的 整数 DFT 向 量 计算 如 下 : 
Xp =[F;]" xi (4. 35) 


CF, J? 可 以 用 式 (4. 29) ref [IF] [Fi]"m=[D] 进 行 归 一 化 ， 得 到 归 一 化 整数 DFT 
LF.]T 如下; 


[F,] 2 ([D]'2) [F] (4. 36) 
WPF, HAEE D] AIE. 22) 定 义 。 类 似 地 有 : 
[IF] = ([D]"2) -1 [IF] (4.37) 


则 [ F,]- -[IF]", BIF MUFI IUE. 
4.5 小结 


本 章 介 绍 了 基于 提升 技术 的 整数 FFT( IntFFT) 并 列举 了 其 优点 。 介 绍 了 一 个 使 
用 分 裂 基 结构 的 特定 算法 (8 点 IntFFT)。 下 一 章 的 重点 是 将 一 维 DFT 扩展 到 多 维 
DFT( 特别 是 二 维 DFT) 。 除 了 定义 和 性 质 ， 还 将 讨论 二 维 信号 例如 图 像 的 滤波 ， 以 
及 DET 域 的 方差 分 布 等 相关 问题 。 





4.6 We 


4.1 若 det[4] 1 H 570, 


a b 1 0T1 b 1 0 
-| -| fo id | oen 
c d| |(d-1)/b 110 11l|(a-1)/b 1 


假设 c 关 0， 用 式 (P4. 1 ) 推 导出 式 (4.5)。 
4.2 ”使 用 分 裂 基 结构 ( 见 图 4.4) 实 现 8 点 整数 IFFT， 画 出 相应 的 流 图 。 
4.3 邻 N=16， 重 做 习题 4.2， 分 别 实现 正 向 和 反 向 整数 FFT. 
4.4 列 出 5 个 表 4.5 中 未 给 出 的 整数 FFT 的 其 他 系数 。 你 需要 什么 样 公 式 ? 


4.7 REKE 


4.1 仿真 例 4. 2 中 所 述 的 整数 DFT， 获 得 图 4. 5 所 示 的 结果 。 
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5.1 定义 





二 维 DFT 主要 应 用 在 图 像 / 视 频 处 理 方 面 。 一 维 DFT 可 很 目 然 地 扩展 到 二 维 
DFT。 二 维 DFT 及 其 逆 变 换 可 定义 为 


N,-1N>-1 
X" (ky ky) = 2. 2: a(n ng) Wy Wy? 二 维 (N x N;) DFT 
n, =On, =0 
矩形 阵列 
/=0,1, ,NM-1 和 及 =0,1,…,N -1 
(5. la) 
r N,-1N5-1 
a(n; ,n4) "wa, = 3 XE (ky ky) Wy Wy?) 工 维 (N x N;)IDET 
| 20k, =0 
Ny =0,1,---,N, -1 Mn, =0,1,---N, -1 (5. 1b) 





AX, Wy, =exp( -j2m/N;), Wy =exp( —-j2m/N,); x(n,,nj) 为 二 维 空域 均匀 采 
样 获 得 的 序列 〈 注 意 在 空域 水 平和 垂直 坐标 上 的 采样 间隔 可 以 不 同 ); X^ (k, ka) 
N EARRA DFT 系数 。 与 一 维 的 情况 相同 ， 归 一 化 因子 NiN, 可 以 均匀 分 配 
在 前 加 DFT AU Ie] DFT 之 间 ， 或 者 整个 放 在 前 向 DFT。 归 一 化 的 二 维 DFT 及 其 逆 
变换 可 以 定义 为 











| 
X (5 kh) = > È x(nj n4) WN We? 
J NiNa n, z0n, 20 | 
k, 20,1,:, N, -1 M k, =0,1,:…,N, -1 (5. 2a) 
N,-1N,-1 
%( nM ) — > > X" (ky ky) Wy mh Wy 


JN, No ky =k, =0 
n, 20,1,--,N, - 1 fn, =0,1,…,N, - 1 (5.2b) 
N, FIN, 可 以 是 任意 维 数 ， 为 简便 起 见 ， 我 们 假设 W =M = N。 所 有 的 概念 、 
定理 、 性 质 、 算 法 等 都 将 基于 N =M 构建， 但 对 于 N AN, 仍然 适用 。 因 此 ， 对 
式 (5.1) 中 描述 的 二 维 DFT 的 变换 对 可 以 做 如 下 简化 . 
N-1 N-1 


DOE „ka ) = > > x(n, My) Wari tm) k, ska -0,1,---,N-1 (5. 3a) 


ny -0ün, =0 
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N-1 N-1 


x 2 Y X* (k, „k> Wr (nk, + noks) n,n =0,1,---,N-1 (5. 3b) 
-0k =0 


该 变换 对 可 表示 为 (nn) OX" (It sky) 
二 维 DFT 的 可 分 离 性 可 以 通过 重 写 式 (5. 3a) , oT. 


N-1 N-1 


X" (hh) = 之 (Brn n) we Jw; i 


nj =0 n, =0 


x(n ,n5) = 








kı k» -0,1,--, N-1 (5. 4a) 
及 
1 二/11 总 
v(m n) =y E Er (kik ) Wa ) Wy i 
Ny, hy =0,1,- diii ,N -1 (5. 4b) 


式 (5. 4a) 可 以 看 做 是 二 维 序 列 x(n n; ) 沿 着 列 方向 进行 一 维 DFT， 然 后 对 得 到 的 
和 矩阵 再 沿 着 行 方向 进行 一 维 DFT。 类 似 地 ， 式 (5. 4b) 可 以 看 做 是 二 维 序列 XP (k, 





ky) int Ny In] EA — AE IDFT， 上 再 沿 看 行 方 同 进行 一 维 IDFT。 通 过 重新 排列 式 
(5.4)， 对 行 和 列 的 操作 可 以 交换 顺序 ， 即 
XF (E, kb) = X (X, son sma) we)" 
kb 20,0 e, Nl (5. 5a) 
s(n ama) ex È (E aso) wt 
A P EE (5. 5b) 


一 过 程 如 图 5.1 Brzm 


— 
一 一 全 
本 十 一 一 [x(q m) — DFT] 
i =X" (k; , k2) 
N 个 一 维 DFT ”之 后 N 个 一 维 DFT 
ray, = WATT II, 
各 长 度 为 N AREA N 
— 
————- 
- 十 , 一 一 Kk, 2) 的 二 维 IDFT] 
=X(n], 72) 
— 
N 个 一 维 IDFT 之 后 N 个 一 维 IDFT 
沿 着 列 方向 ， 沿 着 行 方向 ， 
各 长 度 为 N 各 长 度 为 N 
图 5.1 ZH DFT 和 二 维 IDFT 的 可 分 离 性 
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因此 ,一 个 (N x N) ZHE DET 可 以 使 用 2N 个 长 度 为 N 的 一 维 DFT 实现 。 为 了 
有 效 实 现 二 维 DFT, KEF 3 章 介 绍 的 一 维 情 况 下 的 FFT 算法 均 适 用 于 二 维 DFT。 
假设 N 为 2 的 整数 倍 。 基 -2 一 维 FFT ( 见 本 书 第 3 章 ) 需要 Mog N 次 复数 加 法 
RIZ log2N 次 复数 乘法 ， 一 个 基 -2(NWxN) 二 维 DFT 需要 2? log, N 次 复数 加 法 和 
N? log, N 次 复数 乘法 。 显 然 这 些 性 质 对 于 二 维 IDFT 也 成 立 。 

式 (5.3) 描 述 的 二 维 DFT/IDFT 可 以 通过 和 矩阵 形式 表述 如 下 (可 分 离 性 ): 





[X (E, kb) | S LF][x(n4 n5) JLF] (5. 6a) 
(NxN) (NxN) 
K 
[x(m,m)] e 5L F] * OX Ch s) FD" (5. 6b) 
(NxN) (NxN) 
其 中 
x(0,0) x(0,1) es x(0,N - 1) 
x(1,0 x(l.l ees x(1.N-1 
Maes E a e EMEN T 
(NxN) : : : 
x(N-1,0) x(N-1,1) … x(N-1,N-1) 
和 
X* (0,0) X* (0,1) e X*(0,N -1) 
X* (1,0 X* (1,1 en X*(1,N-1 
POOR TU BEES EMT 
(NxN) : : " : 
X'(N-1,0) X'(N-1,1) … X'(N-1,N-1) 
将 式 (5.6a) TRASK (5.6b) 得 
as FJ CF] (x(n 5m) JEF]LF] * = [eC n3) 1 


HE, [F]* [F] 2 NLI],QGF] 2LF]) 
很 容易 看 出 ， 式 (5.6) 同样 可 以 表述 为 


[3 Caska Ig X FI WLP) Deng vis) lag (5. 8a) 
(I x1) (N x1) 
及 
x (m sm) Jio 9 ag EF] * CF] ) [XF C ska) Tio (5. 8b) 


(N? x1) 

式 中 ， [x(n4,n5) Jio=[x(0,0),x(0,1),…,x(O0,N—1),x(1,0),x(1,1),.…,x(1, 
N-1),x(N-1,1,--,x(N 21,0) ,) ,-,x(N-1,N -1)]*, 为 一 个 (M x1) 的 列 
器 量 。 这 可 以 通过 对 式 (5.7a) 的 各 行 作 为 一 列 N 个 元 素 进 行 重 排序 得 到 。 这 样 
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的 重组 叫做 词典 排序 (Lexicographic Ordering, LO) 。 通 过 对 [和 X (k, ,45) | 进行 词 典 
排序 ， 可 以 得 到 [XX (E, ko) lioo 

符号 的 表示 殉 罗 内 克 积 ( Kronecker product ,也 叫 做 和 矩阵 积 或 者 直接 积 ) ， 其 定义 
LAS BE E 





Qai 41 Ain bl: 5p big 

[A]Q[B] = K a u “a © bo} "n K 

a ml Am2 Amn bu bo b 

(mxn) (p xq) 

a, LB] aj B a4, | B | 

2 d» = da2 a 7 An L = [c] 

i (mp x nq) 
am lB] am lB] un Onn | B] 
(mp x nq) OF 


注意 ， 一 般 情况 下 , [4]8[8] [8]8[4]。 
5.2 性 质 


一 维 DFT 的 各 种 性 质 对 于 二 维 DFT 均 适 用 。 
5.2.1 周期 性 
x(n n) FU X" (Ck, ,ko ) 均 在 两 个 维度 上 周期 为 NY， 即 
x(n, +N,n,) 2x(n,,n, +N) 2x(n, +N,n, +N) =x(n,,n,) (5.10a) 


X (k +Nyky) =X" (kk +N) =X (k, - N,k, +N) 2 XF (I, ,k,) (5. 10b) 


5.2.2 FERNER 
“x (nj, nj) 为 实数 时 ， 有 


Z th) =[X"(Fh ME) kı ky =0,1, 


el 
» Iun E 


-1 (5.11a) 


X (kj ky) =[X*(N-k, ,N-k,)]* ky ky =0 T, y (5. 11b) 


这 意味 着 在 IN? 个 DFT 系数 中 ， 仅 有 图 S. 2a 所 示 的 双 线 区 域 的 DFT 系数 是 惟一 的 。 
对 于 系数 为 实数 ， 图 5.2b HT M =N=8 时 DFT 系数 具体 的 共 斩 对 。 
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CT PP, 国 国 国 
CEPT) pele 
DODDU 5 
bs fe [|= | 5 
DODDE faa 


B=) > Eee 
el [>> eal 
a> > > ele 








N 为 偶数 时 二 维 DFT 区 域 
a) b) 
图 5.2 M 个 DFT 系数 分 析 
a) 当 x(n,n ) 是 实数 时 ， 交 叉 区 域 的 DFT 系数 是 惟一 的 
( 若 W 是 偶数 ， 这 些 系数 的 个 数 是 (MMX/2) +2; 若 WN 是 奇数 ， 则 这 些 系 数 的 个 数 是 ( N2 +1)/2 
b) 实数 图 像 数 据 的 DFT RAJIN EREM, N 为 偶数 ，M =N =8) 


5.2.3 ”时 域 /空域 的 循环 移 位 (周期 性 移 位 ) 


x(n1,12) &X' (ky , ky) 

x(n -miny —m,) SX (ky ,k,) Wan * m (9«12) 
NF, x(n, -m,m m3) A x(n, n4 ) HA n, 循环 移 位 了 mi 个 样本 点 ， 以 及 沿 着 
n 循环 移 位 了 m, 个 样本 点 。 因 为 1 Wu mt | =1， 所 以 x(niym) 的 幅度 谱 和 功 
率 谱 对 于 其 循环 移 位 来 说 是 不 变 的 。 
5.2.4 ” 频 域 的 循环 移 位 (周期 性 移 位 ) 

x(n, n, ) Wg Un +22) X" (k; -u „k — tty) (5. 13a) 
式 中 , XP (ki-u uk; —u5 ) AX" (hy Lh, HE hy 循环 位 移 了 uw ERA, URE 
hy 循环 位 移 了 个 样本 点 。 循 环 移 位 的 一 个 有 趣 的 特例 是 wi =u = SIRE OTOL 
此 时 ， 有 








x(n ,722 ) ( —1)"*™e9X" (I, -. 


N 


) NN 为 偶数 (5. 13b) 
条 件 为 
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Wr? = siy a = exp[ EET (n, +n) >] — einn +m) -( E rs 


图 5. 3a 所 示 左 上 角 的 直流 (dc) 系 数字 (0,0) 现 在 移 到 了 二 维 频率 平面 的 中 心 


( 见 图 5. 3b) 。( 同 理 ，N 为 偶数 时 ,x(m -2m 2) 6C = 1) ^ * k ka) o) 


Ny>—> 0 Loe 3 e N-I] k,—> 0 le 3 e N-I 
ny ky 

0 0 

] 1 

N x(n, n) ud XF (ky, ky) 

2 2 
A N-I 

二 维 数据 阵列 二 维 DFT 阵列 


x (n1, n3) SS X"(k ka) 


fa = 1/71= 垂直 的 采样 率 
fs2 = 1/72= 水 平 的 采样 率 


dp 频率 
c, | 增加 降低 





X(N, 1) XT (ky, kp) 
a) 


图 5.3 x(n,,n) Tl x(n, ,n5) ( 1) 1 *'2 ff 2f DFT 
a) x(n, ,n; ) 的 二 维 DFT 
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2 foi == 2n 





加 
Joi 
P +----------------0 ----d--- 
foi 
频率 
2 增加 
(4-1) 
k-k- 8 
b) 


图 5.3 x(n, n) fl x(n,,n;,) ( C1) *2 85 —2fE DFT( E) 
b) x(n,,n,)( -1)"1 +2 ZŒ DFT 


BREE Ny 和 Ny 的 采样 间隔 分 别 为 Ti 和 T, Obs - 1/T, All f. = I/T, 分 别 为 相应 


vy dM S2 y N Y 27 DA hy S227 Hf > 1 1 
的 采样 率 ， # 样 本 点 / 米 ) 5 iH k, 和 k» 的 频率 分 齐 率 分 别 为 fo = Nr o ONT, 





5.2.5 RHI 


x(n, -mn ,n; OX (k; ,k, +mk,) (5.14) 
Fc f rp dis — 2f E UE m 相 应 于 该 图 像 的 频率 在 另外 一 个 维度 偏 斜 ( — m) P0: 
fit, S m=1, A 





4 5 61 0 2] -4-j7 7  -A«jh 
| | | . _ ! 
1 2 310 (98s pease — x3 
Corea eee tic XE 
0 0 0 0 9 "T EN B! 
0 0 0 0 15 46 一 ]7 5412 -4+]3 
N p 
4.0 0 0 21 eie] Saee 
4 5*0 0 | -da 2570 3 1556 
[y]a| S. S key] = ees d 
OZ 6! 0 "mu. MEN ptu 9 - 3 
0 03 0 -44+j3 154j6 -j7 5+)2 


注意 ， 空 域 经 过 了 补 零 ， 并 且 [ 了 ] 每 行 的 DET 系数 进行 了 循环 移 位 。 
质 的 证 明 见 本 书 附录 下 2. 


HE 
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5.2.6 旋转 性 


将 图 像 在 空域 旋转 一 个 角度 0 将 引起 其 二 维 DET. 在 频 域 旋转 相同 的 角 
[NETS 
x(n,cosÓ — n;sinO,n, sind +n,cos0) &X' (k; cos0 — k,sin0 ,k, sind - k,cos0) (5. 15) 
HP, Alex (nj, n) 在 NWxN 的 方 格 坐标 以 逆 时 针 方 回旋 转角 度 0. 
注意 ， 方 格 坐 标 诈 转 后 ， 新 的 格 点 可 能 未 被 定义 。 图 像 在 最 近 的 可 用 格 点 的 值 
可 以 通过 插值 预测 得 出 ( 见 本 书 8.4 市 )。 


5.2.7 由 斯 瓦尔 定理 


这 是 任何 酉 变换 部 具有 的 性 质 ， 即 在 正 交 变换 的 情况 下 ， 能 量 守 恒 。 这 一 定理 





N-1 N-1 N-1 N-1 
之 之 jz(m na) = Pa x(n, n5) |x” (n, ,n5) 
n, =On, = n, =On, = 
N-1 N-1, , N-L N- 
- E. E XF Ch ya) ws tne Jet (nym) 
n, =On, =0 k, =0k, =0 
qur N-1 N-1 
一 25 (kika) » 2, (7 n) Wh ta | 
IY 3 0k, 30 nr 
RI 
= YY XF (hy hy [XF (k ky) ] 
NN" 5, =0k, =0 
p NA 
= LOY |X Cah) l (5. 16) 
N 0 =0 


5.2.8 AIRE 


两 个 周期 序列 在 时 域 / 空 域 的 循环 卷 积 相当 于 二 维 DFT 域 的 相 乘 。 令 x(m , n; ) 和 
y(n ) 为 沿 厦 nl Al ny 方 同 周 期 为 NN 的 两 个 实数 周期 序列 。 它 们 的 循环 卷 积 ， 


N-1 N-1 


Zoon (m Mma) = xl 2, x(n m (my - Ni ,TL - n) 


=0n, = 
= AS * y(n, Ny) (5. 17a) 
m,,m, — 0,1,:---, N - 1 
在 二 维 DFT 域 ， 这 等 同 于 
Z. (ky k J= 一 LX Gs oh )Y* (ky ky ) | 


con 








EE a (5. 17b) 


) 
p: 
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x(n, Ny) OX (ky , ky) 
y (ny my OY (hy ka) 
Z (m, ,m5) OZ (kiska) 


N-1 N-1 
ze on me "s Y V X (LS) YF (h,k) Wgt) (5.17c) 


kı 0k, =0 
[5015.1] 利用 空域 两 个 周期 阵列 的 循环 卷 积 式 (5. 17a) A: 


Hn 


? x(n) He VA, fy) ? yni) 
四 四 

n4-0 EET pE EE 
-0 1 J a 


Hy 








N’? zeon (0.0) = 14+ 12=13 











输出 Zeon (mq ,ma ) 可 以 写成 以 列 排列 的 回 量 方程 ( 见 参考 文献 [ B6] 中 例 2.7) 。 

[5]5.2] ZÆ DFT 域 的 相 乘 式 ($. 17b) 及 其 道 变 换 的 MATLAB 程序 代码 如 
下 所 示 。 输 入 阵列 已 在 例 5.1 Pea. HER, FEM RR EE ERK LAB pe FSR AY 
基础 上 顺 时 针 旋 转 90° 而 成 的 。 

x=|13;20|; 

y-[14,02]; 

X = ffi2( x) ; Y = ffI2( y) ;z =ifft2 (X. Y); 

%z=[13 11; 
% 8 10] 

与 使 用 DFT/FFT 计算 一 维 信号 的 非 循 环 卷 积 一 样 ( 见 图 2.9) ， 为 了 通过 DFT/ 
FFT 获得 两 个 序列 的 非 循 环 ( 非 周期 ) 卷 积 ， 这 两 个 序列 需要 进行 补 堆 扩展。 详细 
说 明 如 下 : 

由 于 DFT 和 IDFT 都 具有 周期 性 ， 所 以 使 用 DFTZFFT 法 求解 出 的 实际 是 循环 
郑 积 。 然 而 ， 通 过 在 原始 序列 来 尾 添 加 足够 多 的 零 ， 则 可 以 通过 DFT/FFT 法 得 到 
非 周期 卷 积 〈( 见 图 5$.4) 。 

注意 ， X; (ki ky) 和 Vi (ki ky) 43 ERI Ja PU xoa (My , n3 ) 和 Vext (Ny sna) 
的 二 维 DFT。 
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N= =M,+L,-1 
N> 25M, E» -1 









ibn IIN -M -1 
d : Mj pe aD. A ( Ww ) K o 
2, Hn 增加 
= 0, 1,°*°, M5-1 — Ny (M, -1 个 零 ， 


"i6. i 来 获取 xext (011, 012) 
(MiX M5) 








(MX N5) 
DFT 匹配 系数 相 乘 


= Yin, 增加 Mi 一 —-(L1 —1) 
ny 0, is “i 一 1 MIR 
970, 1,**,L3-1 一 一 At Ta 
x(n, Es 来 获取 Jext (n4, n3) 
(4X L5) 





IN 








(NiX Na) 


XE NE kY E(k S 





c 
x (1,n3) M y (My, n5) ree) N 
的 非 周期 卷 积 二 维 IDFT 





图 5.4 使 用 二 维 DET 计算 二 维 非 周 期 ( 非 循环 ) 
卷 积 (DFT 和 IDFT 由 快速 算法 实现 ) 


5.2.9 相关 定理 


类 似 于 卷 积 - 相 乘 定理 (时 /空域 的 卷 积 相当 于 DET 域 的 相 乘 ,反之 亦 然 ) ， 对 
于 相关 有 着 相似 的 关系 。 类 似 式 (5. 17a) ， 循 环 相关 为 














N-1 N-1 
Zoor (My ,m2 ) = NA 2, s (m m)y(m, + Ny ,Mz + nj) 
IM n. c0 s Nd (5. 18a) 
在 二 维 DFT 域 ， 这 等 同 于 
Zt, hy ska) = SL C pk) ] * Y C hy) (5. 18b) 
其 中 


zo (My mj) SZ hn ska) 
为 了 通过 DFT/FFT 获得 两 个 序列 的 非 循 环 ( 非 周期 ) 相关 ,这 两 个 序列 需要 在 
末尾 补 零 (与 卷 积 的 情况 类 似 ) , EH X" (hh ,如 ) 的 复数 共 恩 ， 再 将 其 与 产 
(kiko) AR, EHE 5. 4 所 示 的 框架 即 可 获得 序列 的 非 循环 相关 。 


5.2.10 ”空域 微分 





0" x(n, ,112 ) 


<>( jk, )"X' (kh sky) (5. 19a) 
On; 
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5.2.11 频 域 微分 


0" X" (kk) 
(jin) "(ni ng er (5. 19b) 
1 


5.2.12 ” 拉 普 拉 斯 算 子 
V?x(n, ,n) & - (kt * 5) X (kka) (5.20) 


5.2.13 Sb pl N-I 


(0,0) 
这 是 图 像 系统 运动 模糊 ( 见 图 5.5 和 图 5. 6a. b) 的 单 
位 脉冲 响应 模型 。 模 糊 图 像 y(n ,ns ) 和 单位 脉冲 响应 矩 a- 
阵 rect(a,b) 表 述 为 


0 0 
y(n ,n;) = > * x(n — Im My - My ) M-1 


m,=a-1 m,=b-1 
kia k» b | 图 5.5 和 矩形 方程 
rect(a,b) Oab sinc( ,-) sine (=y) e Jr em (5.21) TEES 


TT 
- BDEIXIIIIIIS 
TTITITTTAI T3] 

"mam 


0 0 
e) f) 
图 5.6 居中 的 二 维 西 DFT 幅度 
a) 方块 图 像 b) 图 a 的 DFT 幅度 图 c) 二 维 直 流 信号 d) Ac WM DFT 幅度 图 (峰值 ， 直 流 系数 
是 125 x500) e) 二 维 指数 函数 x(m n) =e 76770) (2-250) f) 图 e 的 DFT 幅度 图 
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5. 3 二 维 流 i 





通过 将 二 维 DFT 系数 适当 进行 加 权 ， 即 可 实现 对 于 二 维 信号 x(n ,m ) 的 频 域 
滤波 ( 见 图 $.7) 。 


(NXN) (NXN) 
XF(k,, ky) XT (ki, k2) 


x (m, n5) 二 维 JEJ 二 维 X (m, Ny) 
(NxN) | (NXN)DFT (NXN)IDFT | (yx N) 





(NXN) 





图 5.7 二 维 DFT CB) 域 的 二 维 滤波 


在 图 5.7 P, XP (hy ky) =X" (E, hy) GF (ho) o FEB, CP (Rs Ay) RÉBIUBSUER 
WX ( ARE UAT). ALS. 8 和 图 5.9 25:8. SPADA CE YX at (Low Pass Filter, LPF) , 
iv Ue VAs (Band Pass Filter, BPF) # yi VEU As (High Pass Filter, HPF)。 图 像 的 二 
AE DFT， 如 图 5.10 和 图 5. 11 所 示 。 


Ja 7VT, = 采样 率 (垂直 ) 
f=1/72= 采 样 率 ( 水 平 ) 


频率 增加 频率 降低 
k> 一 
' fo fo ~ a 


«4————À4 
1 
oS | 
Q 
€» 
Zn 
bo 


3 
频率 增加 
1 ja 
f 1 _ fe 
92 NTa N 频率 降低 


X" (ky, ko) = [x(n1, 22 中 的 二 维 DFT 





图 5.8 相应 区 域 的 二 维 DFT 系数 保持 不 变 , 其 余部 分 设置 为 0) 
LPF 一 低 通 滤波 右 ”BPF 一 带 通 滤波 副 ”HPF 一 高 通 滤波 妖 


A 
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频率 增加 < 一 一 > 频率 增加 
2fo2 Joz 


Joz 2 foz B 


^oi 频率 增加 
foi 


Jor 
2/, 频率 增加 





Ne iN 


F 
xX (k17 > > 


图 5.9 [x(n,,nj) (—1)1*2] ZH DET 的 区 域 滤波 (正如 图 5.8 所 示 ， 
二 维 DFT 系数 在 相应 区 域内 保持 不 变 ,其 余部 分 设置 为 0) 








c) d) 


5.10 256 x256 图 像 的 二 维 西 DFT, 8 比特 /像素 (0-255) 
a) 原始 图 像 (Lena) b) 相位 谱 c) 二 维 DFT[x(m ,n;) ] 的 幅度 谱 
d) 二 维 DET[x(n,,n,)( -1) 1*2] fm BEY. (直流 系数 在 中 心 位 置 ) 
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图 $.11 图 像 的 二 维 西 DFT 
a) 分 辩 率 图 b) 分 辩 率 图 的 幅度 谱 c) R d) 二 值 图 像 的 幅度 谱 


5.3.1 3PmHrESss (IGF) 
ot ey TUE VK as (Inverse Gaussian Filter IGF) ( WLA] 5. 12) 的 定义 如 下 : 


X F(ki, ky) ——9 GF (Kk, ky) XT (bu) 


5.12 首 高 斯 滤波 器 


> e Ut +k3)/20° k, kə 50,1, 
G (ky yk, ) = (9422 ) 
XX es Br Uc P e e CREARE] 5. 13e 所 示 。DFT 域 的 运算 为 点 乘 运算 ， 即 
(0,0) _ 





a) b) 
15.13 道 高 斯 滤波 絮 (IGF) (N, =M, =N=512) 


a) o° =2 x 837 FY IGF 的 频 域 响应 ( 直流 系数 位 于 中 心 位 置 ) 
b)o? =2 x200? AY IGF 在 二 维 DFT 域 的 可 视 化 表示 ( 直流 系数 位 于 中 心 位 置 ) 


第 5 章 二 维 离散 傅 里 叶 变 换 127 





c?^- 80? + 807 
o*= 83^ + 83? 
c?- 86? + 86* 







2568km 


k | (2k 2= 0) 


c) 


K5.13 ig BEES SR(OIGF)(N, 2N,2N-2512) (2) 
c) 不 同 o? 情形 下 IGF 的 径 向 截面 


XF(k,,k,) G'(k,,k,)X (kk) — k,kh,20,1,4,N-1 . (5.23) 
此 滤波 器 使 得 高 频 分 量 加 权 很 重 ， 用 于 恢复 被 大 气 干 扰 或 者 其 他 可 用 高 斯 分 布 
建 模 的 现象 引起 的 图 像 的 模糊 ( 见 图 5. 14) 。 





图 $. 14 “Lena” 图 像 (512 x 512) 的 逆 高 斯 滤波 
a) 原始 图 像 b) 滤波 增强 图 像 (o KT + 及 ,kl =k, 283) 


5.3.2 根 滤波 如 


二 维 DFT KB X" (k ko) 可 用 式 (5. 24) 表 述 ， 包括 幅度 和 相位 。 根 滤波 器 的 
描述 如 图 5. 15 所 示 。 
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输入 nun 输出 
X Fih, o mnia | IX Fk, ka)“ z OF (ky, k2) 


图 5.15 根 滤波 器 (0<a<1) 
AO res IX (k, ,hk ZO (hk ,k,) (5.24) 
dus ZPO) ae 
通常 情况 下 ， 与 低频 系数 相 比 ， 高 频 系 数 的 幅度 较 小 。 根 滤波 增强 (增加 权 
E) 了 高 频 系 数 ( 低 幅度 ) 相对 于 低频 系数 的 幅度 ( 见 图 5. 16 MK 5.1), 





a) b) 





c) d) 


图 5.16 根 滤波 
a) 原始 图 像 b) a=0 (只 有 相位 ) c) a=0.5 d) a=0.7 


表 5.1 根 滤 波 器 增强 了 高 频 系 数 








Qa=1/2 
滤波 前 滤波 后 
| 低频 系数 | 100 10 
| 高 频 系 数 | 10 3. 162 
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5.3.3 同 态 滤波 
若 将 对 数 函 数 应 用 于 DET 的 幅度 谱 ， 公 式 如 下 . 
S'(k, ka) = (In |X" (k; ,k;) |) eii.) |X" (Ek ,k,) |20 (5. 25a) 
Wi] S" (E, ky) R93 2835 H s(n, n5 ) 表 示 ) 叫 做 图 像 的 倒 谱 (cepstrum) ( 见 图 $. 17a) 。 
倒 谱 的 例子 如 图 5. 18 所 示 。 同 态 变 换 降 低 了 图 像 在 变换 域 的 动态 范围 。 


图 像 倒 谱 
? F $ F ? 
e cerca a er lene, eper apts ag ee”? 
同 态 变换 H 
a) 


i S F(k;, k2) | XF(k,, k x (m, n5) 
MU r odse, opel" e E Re Igor agn! E — 


同 态 逆 变换 H 


b) 
DX 7 
— 
同 态 滤波 
c) 


KH 5.17 倒 谱 和 同 态 滤波 (注意 同 态 滤波 可 应 用 于 任何 变换 域 ， 
如 DCT 和 哈达 玛 (Hadamard) 变换 (ILKI 5.18) ) 
a) 同 态 变换 b) HAKEM c) 同 态 滤波 





图 5.18 倒 谱 
a) 原始 图 像 b) DFT c) DCT d) 哈达 玛 变 换 
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问 态 滤波 可 有 效 地 用 于 存在 乘 性 噪声 的 情况 下 图 像 的 恢复 。 图 5. 19 描述 了 这 一 
过 程 。 输 入 图 像 可 看 做 是 无 噪 图 像 rx(m ,m ) 与 照明 干扰 阵列 Ln, ,n ) 的 乘积 ， 即 












XT (ky, kp) 
图 像 
x (71, n5) In[x (m1, 72)] [4] (In[x]) [4]* 
x (nı, Ny) 
恢复 的 图 - - 
: ise exp[x (71, n2)] [4]- (EX Fi, k2)lo [HF (ky, k2) 1DXTA]1 D 7! 
x (m, Ny) 


图 5.19 ”实现 图 像 增强 功 能 的 同 态 滤波 ( "O7 XP REE a ) 


x(n Ny) 2r(n; ,n5)l( nj ,n;) (5. 25b) 
将 对 数 函 数 应 用 于 式 (5. 25b) 可 得 加 性 噪声 观察 模型 . 
Ini x(n, ,n;) | 2Inir(n; ,n3) | +In{l(n,,n,) } (5. 25c) 


进而 应 用 二 维 DET 域 的 区 域 掩 项 (zonal mask) 以 降低 干扰 分 量 的 对 数 。 接 下 来 是 
求 震 运算 的 区 域 掩蔽 。 增 强 过 程 的 例子 如 图 5.20 aR, AP, HEH (n,n) MA 
左 到 右 自 0.05 增加 至 2。 使 用 一 个 巴特 沃 斯 高 通 滤波 器 ( 见 本 书 课程 实践 P8. 16) 代 
蔡 区 域 高 通 滤波 融 来 作为 平滑 截止 滤波 锅 。 另 外 ， 参 考 文献 [IP19] 中 图 4. 61 所 示 
的 方案 设计 用 于 通过 而 不 是 阻止 低频 。 因 此 ， 此 滤波 器 近似 于 高 频 增 强 滤波 器 。 

\ 





b -— c) 
图 5.20 受 照 明 干 扰 图 像 的 同 态 滤 波 
a) 原始 图 像 b) 受到 照明 干扰 的 图 像 e) 同 态 滤波 后 的 恢复 网 像 
图 像 的 光照 分 量变 化 缓慢 ， 然 而 反射 系数 分 量 在 物体 的 连接 处 变化 剧烈 。 因 此 
对 数 图 像 二 维 DFT 的 低频 分 量 对 应 于 光照 ， 而 高 频 分 量 则 对 应 于 反射 系数 (类 似 例 
子 见 参考 文献 | IP18 , B42] ) 。 


5.3.4 范围 压缩 
图 像 二 维 DFT 的 动态 范围 非常 大 ， 使 得 仅 一 小 部 分 系数 是 可 见 的 。 动 态 范 围 
可 以 通过 对 数 变 换 进 行 压缩 ， 即 
V" Ck, ka) = clogio(1 + |X" Cerska) |) (5. 26) 


AP, c HPE AERA DLE 5. 21) ; 在 实际 应 用 中 ， 幅 度 谱 将 加 上 一 个 正 的 
常数 ， 以 防止 对 数 函 数 趋 于 负 无 穷 大 。 





Je 
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5.3.5 高 斯 低 通 滤波 器 


N x N 图 像 的 高 斯 低 通 滤波 兹 具有 
下 列 频 率 啊 应 : 


- (kè +) 20? 


N 
k, shy =0,1, 7 


H'(k, sk, ) = 





H'(N-k,,N-k,) 其 他 a) b) 


(5. 27) 图 5.21 Lena 图 像 DFT 的 范围 压缩 ( 见 图 5. 10) 
SUP, Ski +k AA ko) 到 滤波 右 中 (本 书 所 有 的 幅度 谱 图 像 都 经 过 了 范围 压缩 ) 
心 的 距离 (XLI 5. 8); o 为 截断 系数 。。) ra as 3) |a» 
Maki +k =o 时 ,滤波 姨 落 在 其 最 大 
值 1 的 0.667 处 ( 见 图 5.22c)。 注意， 图 5.22a、b 所 示 对 应 于 图 5.9 所 示 情 况 。 








N N 
V" (hy 7h EE 





(0, 0) 


— k 








kı (Sk, =O) 


0 50 100 150 200 250 
c) 


图 5.22 mH BEIC SN = 500 ) 
a) 高 斯 低 通 滤波 器 (LPF) 的 频率 响应 b) 二 维 DFT 域 高 斯 低 通 滤波 器 (LPF) 的 图 像 化 显示 
c) AE o 值 对 应 的 高 斯 低 通 滤波 器 (LPF) 的 径 向 和 截面 


5.4 HUB I FO EZ TB 


WUE BC ait BENS 76 Se — ls IIR Ps RER AT AE PRT, FETE 
A AR I PE RB ANE, Bat LENE /H* su E RARES], BRER, A R 


132 快速 倩 里 叶 变 换 ， 算法 与 应 用 


5.23 所 示 的 下 列 系 统 . 


NF (ky, ko) 


UF (ky ky) ——> HT (ky, k2) V F (ki, k2) 


图 像 系统 /设备 


恢复 图 像 
V (ki, ko) m u (ni, n3) 


[5.23 wipe py 
V" (ky ,k,) =U" (Ej ky) H' (hy ky) +N" (ki , R5) (5.28) 
AP, UF (hk, k) HA BRR u(n, n) 的 二 维 DET; NT (k, k) HIPER , 
H" (ki „k, ) AiR EPR, VF (ki ,hs ) 的 二 维 IDFT Ze SOLI ARR, [e] SE c3 E DR 


N* ( k, ,k 4 > 
(名) 可 得 非常 大 ( 见 图 5. 240) « 


模糊 图 像 © 





VIZ F : 
goa A. SILICET rr 


PS LEE DSTI BS it XE SCY 








图 5.24 EIUS DUIS DOUG B] EVER 
a) 原始 图 像 b) 模糊 图 像 c) 道 滤 波 后 的 图 像 d) 伪 逆 滤波 后 的 图 像 


本 | H* | 40 
H^ (k ky) 2 4H Ch, ,kz) (5.29) 


0 | Ht | 20 
AH! LINT M TP PREBIS eG, HORS ) 设 置 为 0。 
逆 滤 波 是 从 一 个 系统 的 输出 恢复 其 输入 的 过 程 。 首 滤波 瘟 通 过 在 二 维 DFT 域 将 
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退化 图 像 除 以 原始 图 像 得 到 。 如 果 下 降 为 0 或 者 为 非常 小 的 值 ， 则 N'/H" 非常 显著 。 
5.4.1 维 纳 滤波 器 


逆 滤波 般 和 伪 逆 滤 流 着 仍然 对 噪声 很 敏感 ， 因 此 噪声 可 能 被 放大 。 而 维 纳 
(Wiener) 滤波 需 就 可 以 克服 这 个 缺点 。 维 纳 滤波 是 在 图 像 同 时 存在 模糊 和 噪声 的 
情况 下 的 一 种 有 效 的 恢复 图 像 的 手段 。 这 种 恢复 滤波 天 是 线性 空间 不 变 滤 波 角 ， 它 
使 用 了 图 像 及 噪声 的 功率 详 来 防止 噪声 的 过 分 放大 ， 见 式 (5. 32b)。 

已 知 E[u(n,,n,)] =0 和 E[v(ni,ns)] =0， 从 观察 /退化 图 像 w(m ,,) 获得 
原始 图 像 u( Ny „na ) 的 一 个 预测 u ( Ny T , 使 得 如 下 的 均 方 误差 ( Mean Square Er- 
ror, MSE) 最 小 ( ILB] 5. 25a) . 








观察 /退化 图 像 


目标 / i alk , 
i o p h (m, n2) 4» did, | sero L5 Ban 
u (m, n» 


I SEE 





( 舍 入 误差 ) 
a) 
VE (fa, k2) 
NW" (ers ka) 
b) 


图 5.25 维 纳 滤波 (其 具体 实现 见 参考 文献 [ B6] 中 的 图 8. 13) 
a) 空域 中 维 纳 滤 波 器 b) 二 维 DET 域 中 的 维 纳 滤波 器 
a^ 2 E([u(n, iD ) -ü(n, n5) |?) (5. 30) 
式 中 , EC: RRRA RRE, BD, uH ROM, 我们 可 获得 原始 图 像 ul, 
n» ) 的 最 佳 线性 预测 - 





un, Np) = » > g(n, -m,,n, - m, )v( m; ,m,) (5.31) 


式 中 ， 维 纳 滤波 器 g(n, ,ny 5m, ,m ) 由 最 小 化 式 (5. 30) B MSE 得 到 。 
4 US. VF, Uf N* 分 别 为 uw、v、 立 和 加 性 噪声 的 二 维 DFT。 令 S, RIS, 
AYN A u 和” 的 功率 谱 密 度 (Power Spectral Density, PSD), #7 AAR u(n, n) 的 功 








1 
Sy (ki sky ) E U (hisk) k 


E S, u(n, na) B HASERA ZAE DFT, 
对 于 一 个 频率 啊 应 为 下 (ij ) 的 线性 移 不 变 ( Linear Shift Invariant, LSI) 系统 
来 说 ， 其 傅 里 叶 维 纳 滤波 需 定 义 为 


G* ( k, sky) = 





LH* (k, sky) | "Salki „k ) 
|H" (ki hp) Sa „ka ) tSr ki sk) 





(5. 32a) 
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上 e 


" S (kika) 
H pq mq 


VUE CAS ris ER ELA T fs RR A SR, LUN Ja 8 HB ARS RT 
(或 点 扩散 图 数 (Point Spread Function, PSF) 的 二 维 DFT)。 对 于 一 个 典型 的 图 像 恢 
复 问题 ， 这 些 都 是 已 知 的 。 如 果品 声 方差 未 知 ， 可 以 从 观察 图 像 中 的 平坦 区 域 预 
测 。 此 外 ， 还 可 通过 其 他 多 种 方法 预测 S 。 其 中 最 常用 的 方法 是 使 用 观察 图 像 
y(n, ,1 ) 的 功率 谱 5S, 作 为 5S,， fg fou Ales 。 去 模糊 的 图 像 通过 下 式 计 算得 到 : 

u(n ,n3) = | IDFT[ G" (k, „ka ) V Ck, ) ] 
均 方 误差 可 以 写 为 〈 丁 变换 前 后 总 能 量 保持 不 变 ) 
o? =z (0,0) = ((n,,nj) = (0,0)) 时 误差 的 PSD 的 二 维 IDFT 
N-1 
: iE ky) (5. 33a) 
AP, S, 为 误差 的 功率 谱 密 度 (PSD), BH 
S.(k, kp) = |1 -GH |2S,, + | GF |?S,, (5. 33b) 
通过 使 用 式 (5. 32) ， 这 可 以 简化 为 

















S.S 

- aak (5. 33c) 
| H* |* S, + S, 

噪声 模糊 图 像 的 维 纳 滤 波 如 图 5. 26 HIZR o 


N 





e 





图 5.26 噪声 模糊 图 像 的 维 纳 滤 波 
a) SERO b) 图 a 经 维 纳 滤波 后 恢复 的 图 像 
c) 强 噪 声 模糊 图 像 d) Ale 经 维 纳 滤波 后 恢复 的 图 像 
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5.4.2 几何 平均 滤波 器 (GMF) 
此 滤波 器 为 伪 逆 滤波 器 和 维 纳 滤 波 器 的 几何 平均 ， 即 


B — 4 [H" (k; ska) | S, 0 shy) ) 
G (kika) 2 (H^ (I hk) ) Prae k) |2S, (ky ka) + Sin (Ky ska) 


O<s<1 (5. 34) 
对 于 s= > 几何 平均 滤波 需 (Geometric Mean Filter , GMF) $835 W 





Gio (ky ky) = A" (ky ska) H- (hy ky) | exp( -j&u) 
Sim (ki yk) ve 
| |H" (k; sky ) | Su (ki „ka ) + S (hi rs 
AP, On (ky ky) AN HY (I, ky) AAAI. 3X (5.35) JL FI B CES. XC (JUAN 
书 附录 A. 1) (OLA 5.27), XF s=0, GMF 变 为 维 纳 滤 波 器 ， 而 对 于 s =1，GMKF 
WU BE TJ UTR USC A o 





(5.35) 





图 5.27 几何 平均 滤波 
a) 噪声 模糊 图 像 b) 伪 逆 滤波 后 的 图 像 
c) 维 纳 滤 波 后 的 图 像 d) s-1/2 时 几何 平均 滤波 后 的 图 像 
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5.5 三 维 DFT 


类 似 于 二 维 DFT( 见 式 (5.1))， 三 维 DFT 的 变换 对 可 定义 如 下 [P510] 。 
5.5.1 二 维 DFT 


NN TN, 


nik nok n3k 
X" (ki k, ,ks) = > > 2, x(n; n; n4) Wy WRO WR 


n, =On, 0n, =0 
be, a0 1 Ne 175103 (5. 36a) 
式 中 ， Wy, =exp( -j2m/N;) ,i=1,2,3。 


5.5.2 二 维 IDFT 


QOIS CIN -1 | | 
N.N.N. X" k, ,k k, Ww a Wy mW ae 
Nee eet ( 1k ,ks ) 


n; 20,1,--,N; -1;i=1,2,3 (5. 36b) 


x(n ll ;713 ) = 


5.5.3 ZAMER 


水 平 ， 垂 直 和 时 域 。 
为 简单 起 见 ， 假 设 N, =N = =N， 则 对 三 维 DFT 的 变换 对 可 以 做 如 下 简化 。 


5.5.4 =% DFT 


N-1 3 
X" (k; „k, „k3 ) = > x(n, nz ,n4 ) Wii b: 
"nqog a 
k; =0,1,,N-1;i=1,2,3 (5. 37a) 
. N -1 -] N-1 N-1 
XT. X 意味 着 X X. 
nj, ,n5,n4 =O n, =0 m =0 mao? 


5.5.5 =% IDFT 


N-1 
1 d 
ky kh, kz 20 


n; 20,1,-,N - 1512 1,2,3 
三 维 DFT 的 变换 对 可 象征 性 地 表示 为 
x (n,n na) OX (k; ka a) (5.38) 
所 有 一 维和 二 维 DET 的 性 质 、 概 念 、 定 理 等 都 可 以 很 容易 扩展 到 三 维 DET. 
三 维 DFT ER FH T 7KED ALS! 
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二 维和 三 维 DFT 可 以 扩展 到 更 为 普遍 的 意义 上 。 例 如 , LÆ DFT 和 IDFT 可 以 
表示 为 


AAi 


X" (kh, , k, ,ky _¥ yo LS sna IP yta 
n,-0n;-z0 n,=0 
dubie o M iE (5. 39a) 


NN N,- 


M F : -niky qy nka pp "k 
x(n n; np) = SEE ee Si bho e) Wott WR Want 


Lk, =0k, =0 
n. -0,l,: n N -1;i=1,2, eL (5. 39b) 
与 上 述 同样 的 情况 ， 当 N, =N =…N =N, XLA DET 的 变换 对 可 以 简化 为 
N-1 
n jk; 
X" (hy ,ky o ey) = x(n My , "D 
n,,n5,',ny =O 
fo; m0, sss "rr (5. 40a) 


N 
N-1 > 
X(N, Nyy) = NE > X" (E, yh yo, k 1) Wi 
kika, kp =0 


n, 20,1, ,N - 1; 21,2,,L (5. 40b) 
Ju, BD8—2E. = FEA = DFT 的 性 质 、 概 念 、 定 理 等 都 适用 于 芽 
HE DFT, 


5.6 一 维 DFT 域 的 方差 分 布 


x 2[x(0) ,x(1) ,,x(N -1)]* 是 一 个 实 随机 向 量 。 其 中 ,x(0) ,x(1) xx(CN-1) 
是 NN 个 随机 和 变量 。 假 设 x 为 实 矩 阵 ，x 的 协 方差 矩阵 为 区 | H: 











[>| =E[ (x -x) (x -x) | | (5. 41a) 
AU, x=E(x), Ax 的 中 值 。 
Xo — Xo 
X; —X 
de =f . (Xg —X9,44 = Ws Xy 1 7 Xy ) (5. 41b) 
XN.) — XN-1 
数据 域 的 协 方差 矩阵 为 
OOo Ti O02 b Oo N-1 
Tio CET gi; NS TI N-i 
>] 00 05, 05, 05 y- (5. 41c) 
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在 [Y] 中 ， 对 角 元 素 为 方差 ， 反对 角 元 系 为 协 方差 。 
El (x, —%;) (x, 一 x,)]- T, (jk) 
=a, A x, 之 间 的 协 方差 
EL (=) Cs em) -g. =x; 的 方差 
DET 域 的 协 方差 矩阵 为 
[I] -E[(X  -X ) (X -X*) *^] 


(NxN) 

E|[F](x-x)([F1(x -3)) "| 
-[F]E[(x -x)(x-x) ][F]* 
= |F] IY] LF]" 


(NxN)(NxN) (NxN) 








~2 ~r ~? “~~ 

3 3 5, 35,51 

dio g^ ce, ee Gi.N-1 
I1. e ~ ~ 一 .77 ~ 
= T O O O 

(Nx) 20 21 22 2,N-1 

~2 ~2 ~2 ~2 
ON-1,0 CN-ll ON-1,2 ON-1,N-1 











在 [5]" 中 ， 对 角 元 素 为 方差 ， 反 对 角 元 素 为 DFT 域 的 协 方差 。 
5.7 丁 变 换 下 的 方差 和 不 变 


X=[A]x, [A] =([A]*)° Ax =([A]*)°X 


(Nx1)(NxN)(Nx1) 
式 中 ， ae (Xo, Xis X5, "7, XN- Ta 为 随机 回 量 ; | A |X AZ d ， 
N-1 N-1 N 
E[(x*)!x] = E[x!x] = E| [Es EL x o 


i=0 ;=0 
- 数据 域 的 方差 和 
E[(x* ) x]=EL(X*) ([A4]*) LA]X] = EL CX* ) X ] 





- 西 变换 域 的 方差 和 
式 中 ， X = ( Xo, A, 42 ， Xy a). JN 2E d AR CIR] EE o 


5.8 —# DET 域 的 方差 分 布 


对 于 二 维 (N xNN) 数 据 阵 列 ，[x] 可 以 描述 为 


(5. 42a) 


(5. 42b) 
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X00 Xol X02 Ut Xo.N-1 
X10 X1 X12 id %1 N-1 
| = X50 X1 X99 "Uto HQ N-1 (5. 43) 
XuN-1,0 *N-1,1 X*w-12 `“ *N-1,N-1 


ERA NY 个 协 方差 和 N 77728, Hop, N* 个 方差 的 估计 可 以 通过 假设 行列 
统计 等 性 独立 而 催化 。 

假设 二 维 数据 行列 统计 特性 相互 独立 。 这 一 假设 简化 了 数据 域 和 变换 域 INT 方 
差 的 计算 。 令 数据 域 任意 行 元 素 (每 一 行 具有 相同 的 统计 特性 ) 的 方差 为 (aoon ， 
OTIR;022R ,ONW_1N_1R)。 类 似 地 ， 每 一 列 也 具有 相同 的 统计 特性 (不 一 定 与 任 
意 行 的 统计 特性 相同 )。 令 数据 域 任意 列 元 素 的 方差 为 (oooc, Otic, 03c，…， 
ON-1NW-ic)， 则 [zx] 的 方差 为 























2 
O oon 
2 
O lin 


2 2 2 REPRE 
OR (Foc ,Ilic 9206 » ON NI1,C) 


2 
ON-1,N-1,R 


(Nx1) (1 xN) 
ZEN MN 2 
( G'oon Tooc ) (Foor 11c ) is ( Goon € N -1,N - 1,6) 
g 2 i 9 2 2 
B (oiir Tooc ) (ind iic) d (Gin ON. 1,N- 1,6) 
2 2 2 2 2 
(OV 1. v - 1, RO 00€ ) (G1 v c1, R2 1c) Ut (OV_1.v-1,RON-1.N-1.€) 
(NxN) (5. 44) 


令 [x] 的 二 维 DFT AL X* (假设 同上 ，[x] 具 有 独立 的 行列 统计 特性 ) 
LX" (Ck, ky) ] =[F]la(n,,n.) JLF] 


Xoo Xo Xo UT XQ N_i 
Xio Xi Xi UT X] N_i 
XN. 10 XN 14 XN 12 ns XN_1 Ni 


ALA? HERAT ATT IEW (Poy ig Paget Fy wep ge As, SEXP] 
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ERITZI Eo Po To aa), ICT ] 9212898 
< 
Toor 
~2 
TIIR 
~2 


~2 >2 ~2 ~2 
On (F000 THC 9220 ON 1 nuc) 


~2 
ONn-1,N-1,R 


(Nx1) (1xN) 
~2 ~2 ~ a2 ~2 ~2 
(Foor Tooc ) (Foor Tuc) id (Foor TN 1. 1,6) 
-— ~2 ~2 ~2 ~2 2 
E ( Gin oc) (Fir uc) UC (TRIN -1,N-1,0) 
~2 —2 ~2 ~2 ~2 ~2 
(On 1. 1,8 P 00c ) (O'..1 v1.88 nic) eb (On 1 i1 RO N 1, N 1,6) 
(NxN) (5.46) 





XE SEA HAE FER AR OT Ze BY ERS, PY AKMA RAE S. 3 — BS 
在 此 以 DFT 为 例 而 描述 ,但 它 同样 适用 于 任何 正 交 变换 ，。 





5.9 基于 变换 系数 万 差 的 量化 





如 果 一 个 一 维 变换 编码 系统 中 ， 每 个 变换 系数 用 的 平均 比特 数 为 五 ， 第 下 个 系 
数 用 的 比特 数 为 B,， 则 
N-1 
B = YB, = 已 给 定 的 平均 比特 率 < 限制 (5.47) 
k=0 
式 中 ，N 为 变换 系数 的 个 数 。 第 个 系数 重建 误差 的 方差 92 与 第 大 个 量化 器 的 输 
人 和 方差 说 之 间 的 关系 为 [937( 第 28 页 ),B6( 第 103 页 )] 
Fy = 0,2 Ag (5.48) 
N-1 
xb, o, 为 取决 于 输入 分 布 和 量化 器 的 因子 。 总 的 重建 误差 方差 中 = 工交 ,由 下 
式 得 到 











N-1 
w= $o2^7^g < 最 小 化 (5.49) 
k=0 


比特 分 配 问 题 即 为 得 到 在 给 定 限制 式 (5.47) 下， 找到 最 小 化 失真 式 (5.49) 的 Bl。 
假设 式 (5.49) 中 的 a, 对 于 所 有 名 均 为 第 数 ， 则 有 


N-1 
=a 2 ie (5. 50) 
k =0 


限制 式 (5.47) 的 可 以 重 写 为 
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[B - XN -0 


(5; 


51) 


MET EU Facer H I A 建立 这 个 优化 问题 .23,3 和。 因此， 上 述 优化 问题 


转化 为 对 包含 了 限制 的 孙 数 了 求 最 小 值 : 
N-1 N-1 
OB, ~ 1 
JE a 2,2 ga -A|B EM 





(5. 


52) 


AP, B, XZE, k=0, 1, ++, N-1, 设 ] 对 于 Bi Bg TTE, 解 出 B,。 为 了 





避免 下 列 公式 中 的 混淆 ， 这 里 下 角 标 有 改写 为 71: 
Ó 
ap? =0 1=0,1,---,N-1 


0 ~ry -2B, A 
aa )+ w=0 


-80í(1YP A 
ad, mlz) ty =0 


ð AG -2 B, 7 = 
(2-2) = m2) (In = tog 


FH tis SC PRIA es CEA ULB F) 可 向 





d u = u 
rmi ) =a"Ina 


XFs(5.56), Aa=2-7, 
a (E (peu 


" _ 入 
(2a97) (1n2)2 ?2 =F 


或 


对 式 (5. 59) 的 等 式 两 侧 同 时 应 用 以 2 为 基 的 对 数 函 数 ， 可 得 


log, | (2a? ) (1n2) | -2B, = log, t 


B, = 7 log (2ag71n2) - -log UN) 


-1 


因为 平均 比特 率 B= T Y B,， 则 


=0 
1 所 À 
B -AÈ log, (2aG,1n2) - ies] 


则 


ey 


(5. 


(5. 


(5. 


(5. 


(5. 


53) 


54) 


55) 


56) 


2.) 


. 58) 


. 59) 


60) 


61) 


. 62) 
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log U Ba log, (2ag*1n2) -2B| (5. 63) 
2 N N E 2 O 


N- 
- "p (2ag?1n2) * (5. 64) 


将 式 (5.64) FLASK (5.61) 


N-1 
B, = slog, (206?In2) - Hog, [5 -23 []. 21102) "| (5.65) 
2 2 k-0 
1 i 
B, = — log, (2ag7In2) “ON ; 之 log; (2a871n2) +B (5. 66) 
n 
x | 5.6 
— N-1 
B, = log, Tia” +B (5. 67) 





由 于 下 角 标 上 为 局 部 变量 ,可 以 写 为 m。 则 下 角 标 /可 以 重新 写 为 k。 则 有 : 


k=0,1,.,N-1 (5.68) 





3X (5. 68) Bsp; — TES k OTA RL, XO 2 Bon 28. k NAB RA BEY ERR 
B, 与 其 方差 的 对 数 成 正比 。 注 意 ，B, 在 满足 式 (5. 47 ) 的 情况 下 ， 量 化 到 其 最 近 的 
整数 。 

类 似 式 (5. 68) ， 二 维 变换 系数 的 比特 分 配 可 以 用 式 (5. 69) 表示 ( 见 图 5. 28) : 


[Z FEAT DW 104] A= QATD* 













[U ] [V] 
(NXN ) (NXN (NXN) (NXN) 
[V] = [A] [U] [4]! FE EAE CARRIE (BAM) 
(NXN )(NXN ) (NXN) 
重建 图 像 
[Z ] 
(N XN) 








图 5.28 ”基于 二 维 变换 系数 的 方差 实现 比特 分 配 ， 
对 于 每 个 (N x N) 的 块 进行 变换 (可 分 变换 ) 


B， 为 分 配给 变换 系数 ”的 比特 数 ; i j=0, 1，…，N -1。 
] 人 
| - 
B,j=8B + 7 log; 0 ; aye 2, omo, | (5. 69) 
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B= LY YB, = 平均 比特 率 c msi 
N° £20 1=0 
B, © log, 0 ; (5.70) 


BU, B, 正比 于 变换 系数 ww 方差 的 对 数 。 量 化 的 级 别 数 为 2 ”。 
如 果 革 些 变 换 系 数 具 有 很 小 的 方差 ,那么 它们 可 被 置换 为 0。 图 5.29 和 图 
5. 30 所 示 为 二 维 (16 x 16) DFT 系数 的 比特 率 分 配 。 


dc 


v 
N 


UR RWWA Q2 Q2 Q2 0 9 t2 a a | 


BWNNNY RRR RR NNNW 上 上 
mbrrroocccoc---bwn | 
l2——co0oo0oo0ooocooo—---—tt^Z4 
l2—co0oo0oo0oo0oo0oooooocrft.2tu 
l2—co0oo0oo0oo0oo0oooooo-rfto2tu 
OOOOOOOOOOONOOmW 
= DE ED ED ED ED ED > OG =e Ww 
=- Dk DE DL ED ED ED ED > > EP Onm Ww 
= O PE DE RD DD > ED > ES 
=. DE RD DD oO oO oO PP nm Uu 
l2—c o0 0o0oo0oo0ooooo-rft.2tu 
l2—c coco 0o0o0o0oooooc-rft.2tu 
2——co0oo0o0oo0oooo—---—to.Z0 
uU l2———c 05050505 ——-rv€.4v. 上 上 
BWNNN RRR RR b2 b2 b2 上 上 





图 5.29 基于 变换 系数 方差 分 布 的 二 维 DET 域 中 比特 分 配 图 
(平均 比特 率 是 1 比特 /变换 系数 ,或 式 (5.70) 中 的 B=1、p=0.95)。 
只 有 系数 的 幅 值 被 编码 ，p 是 相 邻 相关 系数 。 二 维 (NxN) 
数据 域 样 本 点 受 一 阶 马 尔 科 夫 过 程控 制 ( 见 式 (5. 75) ) 





4— | —» 

1 
0000000131000000 
0000000131000000 
0000000131000000 
0000001232100000 
0000001232100000 
0000011242110000 
0001112343211100 
| 1372293942222 23131 

(.133333445[7]]544 3333 
1112223454322211l 
0001 112343211100 
0000011242110000 
0000001232100000 
0000001232100000 
0000000131000000 
0000000131000000 


图 5.30 二 维 DFT 的 比特 分 配 图 (图 5.7 所 示 左 上 角 的 直流 系数 
现在 已 经 移 到 二 维 频 率 平 面 的 中 心 位 置 。 图 5. 28 所 示 
与 图 5.7 所 示 对 应 。 图 5. 30 所 示 与 网 5. 9 所 示 对 应 (使 用 fftshift) ) 
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5.10 最 大 万 差 区 域 采样 (MVZS) 








变换 ( 正 交 ) 域 的 协 方差 矩阵 [了 |] 和 数据 域 的 协 方差 矩阵 [5] 之 间 的 关系 为 
[2] =[A]E[(x-x) (x-x) LA]? 2 [A]1(X] LA]? (5.71) 
假设 [4] 为 实 酉 矩阵 ( 归 一 化 的 )[4]7=[4] -1!， 则 


X = (xo 9X] a 





C 00 To) To N-1 
~? ~2 ~2 
O O eee O 
P 9 7 dl (5.72) 
~ ~ ~2 
ON-1,0 CN-ll ON-1,N-1 


DFT) 。 对 于 一 维 数据 ， 一 阶 马 尔 科 夫 过 程 在 变换 域 方 差 的 分 布 见 表 5. 2 和 图 5. 33 。 
方差 沿 看 任何 一 列 求 和 均 相 等 (能 量 不 变 )。 归 一 化 的 其 本 限制 误差 定义 为 
表 5.2 p=0.9、N =16 时 的 平稳 马尔 科 夫 序列 变换 系数 的 方差 Gh% 
( 表 中 各 变换 的 基础 定义 见 参考 文献 [ B6 ] ) 





qu, | 长 洛 变换 尔 f slant) 

( KLT) ad WE 恋 换 
0 9. 927 9. 835 9. 9. 835 
1 2.949 0. 078 2. 2. 854 
2 1. 128 0. 206 0. 0. 105 
3 0. 568 0. 105 0. 0. 063 
4 0. 341 0. 706 0. 0. 347 
3 0. 229 0. 103 0. 0. 146 
6 0. 167 0. 307 0. 0. 104 
7 0. 129 0. 0. 0. 063 
8 0. 104 2. 0. 1. 196 
9 0. 088 0. 0. 0. 464 
10 0. 076 0. 0. 0. 105 
11 0. 068 0. 0. 0. 063 
12 0. 062 1. 0. 0. 342 
13 0. 057 0. 0. 0. 146 
14 0. 055 0. 0. 0. 104 
15 0. 053 0. 0. 0. 063 








PONES 
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gh, 22 被 重新 组 织 为 非 升 顺 序 ( 见 图 5.34)。 这 里 一 阶 平稳 马尔 科 夫 序列 x(n) 
HJ E; Fe PRA 
r(n) 2p"! lol «1 Vn (5. 74) 
这 通常 用 作 图 像 扫描 线 的 协 方差 模型 。 对 于 一 个 (N x D E x, EH DDT 25 
ABE Ir(m-n)|,m,nz0,1,--,N-1, HI 








p p. " pl! 
p 1 p 
(R]-| p p 1 p (0699) 
p 
p ees p p 1 





AE, SEHIR] MSE SRS. 71) HAY LS) RR — Br SR BL ah EER HL 77 
差分 布 ( 见 表 5. 2 和 图 5.33) 。 

在 最 大 方差 区 域 采 样 (Maximum Variance Zonal Sampling, MVZS) 中 ， 方 差 较 大 
的 变换 系数 可 被 量化 编码 ， 剩 余 的 (方差 很 小 ) 系数 则 设置 为 0。 表 示 这 些 系数 的 
比特 流 被 传输 到 接收 器， 然后 进行 反问 操作 ， 即 解码 、 反 量化 、 逆 变换 每 ， 进 而 重 
建 信号 或 者 图 像 ( 见 图 5. 31)。 








原始 数据 


编码 
比特 流 





重建 数据 逆 变 换 Q VLD 一 


解码 
图 5.31 最 大 方差 区 域 采样 变换 编码 


5.11 几何 区 域 采 样 (GZS ) 


在 图 5.31 中 ， 使 用 几何 区 域 抽样 ( Geometrical Zonal Sampling, GZS) f 
MVZS， 如 图 $.32 、 图 $. 35 ~5.39 所 示 。 详 情 参 见 本 书 附录 A.7。 


使 变换 系数 在 此 区 域 , 使 其 他 为 零 ( 见 图 5.35-5.39) 
为 进行 DFT, GZS 需 进行 修改 ( 见 图 5.8 和 5.9) 








二 维 变换 区 域 


[5.32 几何 区 域 采 样 
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100 


| S DST-I 


哈达 玛 变 换 SSS 
UR WS 







0.1 2e 一 一 
KLT,DCT-II 
0.01 
0 1 2 3 4 5 6 7 S8 9 10 11 12 13 14 15 
指数 
[5.33 ”马尔 科 夫 序列 统计 变换 系数 (降序 ) 
方差 的 分 布 ( 此 序列 p=0.9、WN=16) 
30 
25 
20 
S 15 
Fo 
= 
哈达 玛 变换 
10 
DFT 
哈 尔 变 换 
KLT, DCT-II a 
DST-I 
5 < 







0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 15 13 14 15 16 
保留 的 变换 系数 数量 , m 





图 5.34 AERE (m) FAZER TRÆ (Jn) 为 准则 ， 
各 种 西 变换 性 能 比较 (此 时 平稳 马尔 科 夫 序列 的 p=0.9.V=1I16) 
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8:1 16:1 


C) d) 


[5.35 2:1,4:1,8:1 Al 16:1 PEAS fj HOA JL Any X RUE UE at 
(KEKAH, m DOES MXF DFT 来 说 ， 
这 些 区 域 需要 修改 ( 见 图 5. 36)) 

a) 2:1 b) 4:1 c) 8:31 d) 16:1 
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图 5.36 2:1 4:1 8:1 和 16:1 样本 人 简化 的 二 维 DFT 域 的 几何 区 域 
JE CEDE iE, ms bow Hag (UL 5. 8 和 图 5.9)) 
a) 2:] b) 4:1 c) 8:1 d) 16:1 
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tly 
E 


e 
t 

I 

f 
A 


| 
, [ 





图 5.37 DCT 域 基 本 限制 区 域 滤 波 后 的 图 像 ( 几 何 区 域 采 样 见 图 5. 35) 
a) 原始 图 像 b) 4:1 样本 简化 c) 8:1 样本 简化 d) 16:1 样本 简化 
0.8 





哈达 玛 变换 


归 一 化 MSE(%) 


样本 简化 率 
图 5.38 512 x 512 的 Lena 图 像 基 本 限制 区 域 滤波 与 其 他 不 同 变 换 的 性 能 比较 
( 归 一 化 均 方 误差 的 定义 见 式 (A.8)。 几 何 区 域 采 样 见 图 5. 35 和 图 5.36) 
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图 5.39 4: 采样 简化 使 用 不 同 变换 进行 的 基本 限制 区 域 滤波 
(几何 区 域 采 样 见 图 $.35 和 图 5. 36) 
a) DCT-I. b) DST- I. c) DFT d) 哈达 玛 变换 e) 哈 尔 变换 f) 斜 变换 
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5.12 ” 小结 








本 章 首 先 给 出 了 二 维 DFT 类 似 于 一 维 DFT 的 定义 和 性 质 ， 以 及 基于 行 - 列 一 
维 方法 的 快速 算法 。 然 后 定义 了 处 理 二 维 信号 (例如 图 像 ) 的 各 种 滤波 硕 ， 并 用 例 
子 进行 了 详细 说 明 。 最 后 将 DFT 与 其 他 正 交 变换 在 一 些 标准 准则 下 进行 了 比较 ， 
如 方差 分 布 、 基 本 限制 误差 等 。 下 一 章 将 重点 介绍 回 量 基 二 维 FFT 算法 。 








5.13 +m 








5.1 本 书 附录 F.2 给 出 了 使 用 变量 上 特 换 法 的 公式 证 明 ; 同样 地 ， 试 证 明 式 


(5.15), 
5.2 根据 参考 文献 [ B6] 中 第 276 ~ 279 页 ， 试 推导 出 维 纳 滤波 器 的 表达 式 ( 即 
式 (5. 32) ) 。 


5.3 ”从 图 5.25b 所 示 可 以 看 出 ,重建 图 像 与 原始 图 像 的 二 维 DET 的 误差 

e(n, ,n4 ) 可 以 表述 为 
uF -UF - UF(1- GFH*) - GEN" 

试 证 明 此 误差 的 功率 谱 密 度 (PSD ) HT EAR Ash (5. 33c), EP, GF CR, k) 
的 表达 式 见 式 (5. 32), 

5.4 ”根据 式 (5.47), 试 详细 推导 到 式 (5. 68) 。 

5.5 类似 式 (5. 68) 的 一 维 的 例子 ， 试 推导 对 于 二 维 变换 系数 的 比特 分 配 可 以 
表述 为 式 (5. 69) 。 





5.14 课程 实践 


5.1 

(1) 对 Lena 图 像 进行 二 维 DFT( 图 像 见 参考 文献 [IP30,IP31] ， 可 从 网 上 获取 ) 。 

(2) 对 第 一 步 的 结果 分 别 进行 低 通 滤波 、 融 通 滤波 和 高 通 滤波 的 区 域 掩 六 
C (ki ,ks )。 功 能 是 G* (ki ,ho ) 在 特定 滤波 器 支持 的 部 分 外 为 零 ( 见 图 P5. 1)。 

(3) 对 (2) 的 所 有 结果 进行 二 维 IDET, 

(4) 计算 重建 图 像 和 原始 图 像 的 MSE, 

(5) 计算 重建 图 像 的 峰 - 峰值 信 噪 比 (PSNR) (8 比特 /像素 ) 。 

本 课程 实践 的 流程 图 如 图 PS. 2 所 示 。 

对 于 N xN AAR x(n, ,n,) 和 x(ni,n,)， 均 方 误差 定义 为 


N-1 N-1 


4 = 2 » (E[x(n4 n3) - (n, n3) ]? ( P5. 1) 


1 
UT 和 7 
ny =0n, =0 
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M x(n, ,2) 和 xz(n yz) 的 集 不 可 用 时 ， 最 小 均 方 误差 被 看 作 式 (PS. 1) 的 佑 
计 。 当 然 这 种 情况 只 针对 于 NN xN RHR, 


N-1 N-1 





k = a DE lnm yma) = 8mm) f (P5.2) 
均 方 误差 从 峰 - E T T 
PSNR om e a (P5.3) 
Oo 


e 


式 中 ，255 29 8 比特 PCM 的 x (n) 的 范围 。 


0 30 225 255 0 30 60 195 225 233 


d PF 
30 


225 
LPF LPF 
255 





a) b) c) 


图 P5.1 二 维 DFT 域 中 的 区 域 掩盖 (NN =M =N=256; 黑 色 区 域 为 通 市 ,日 色 区 域 为 阻 市 ) 
a) 低 通 滤波 ”b) 带 通 滤波 c) 高 通 滤 波 ( 见 图 5.7) 


MARR | 二 维 DFT 滤波 器 二 维 IDFT | 输出 图 像 


x(m,m)| QS6x256) GF(ki,k2) (256X256) | (n,n) 





图 P5.2 ZHE DFT 域 滤波 





图 P5.3 二 维 DFT 域 中 的 根 滤波 器 
5.2 根 滤 波 送 〈( 见 图 5.15) 是 一 种 在 频 域 增强 对 比 的 方法 。 它 只 对 变换 系数 








X" (ki, hy) 的 幅 值 部 分 求 a 次 方 根 而 相位 部 分 保持 不 变 。 用 公式 表达 则 为 

对 于 二 维 DFT — RÜ(k,,kQ) = |X" (k; ka) [ei Co.» 0<a<1 ( P5. 4) 
AP, BRR X (kk) TEN 

对 于 二 维 DFT = XT (k, ky) = |X" (hk) | L0 (kh k) (5.24) 


AU. 
(1) 对 大 小 为 256 x256 的 输入 图 像 ( 即 Lena 网 像 ) 进 行 二 维 DFT. 
(2) 对 (1) 的 结果 分 别 进行 a 为 0.6 和 0.8 的 根 滤波 RF Ch, ky) (WBS 3c 


献 [ B6] 第 238、259 W), 
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(3) 求 出 根 滤波 前 后 的 能 量 比 ， 并 求 出 (1) 和 (2) 对 于 a 为 0.6 $10. 8 的 结 
( 求 出 变换 图 像 ( 见 图 5.21b 和 重 构 图 像 )。( 能 量 ; 见 图 P5.3 和 参考 文献 | B6 ] 96 
171 ~175 页 的 例 5.9 和 例 5. 10) 

5.3 ” 逆 高 斯 滤波 各 增 加 了 高 频 分 量 的 权重 。 它 可 以 恢复 被 以 高 斯 分 布 为 模型 
的 气流 干扰 所 模糊 的 图 像 ( 见 图 5.14)。 滤 波 絮 定义 见 式 (5.22)。 试 对 Lena 图 像 进 
TTXX VED , 

5.4 一 幅 图 像 的 二 维 DFT 的 动态 范围 大 大， 以 至 于 只 有 一 小 部 分 变换 系数 可 
见 ( 见 图 5.21a)。 而 使 用 式 (5. 26) 中 的 对 数 变 换 可 以 将 动态 范围 压缩 。 试 使 用 Le- 
na 图 像 进 行 这 一 变换 。 

5.5 Wey WS m ME AA UE AR 

逆 滤 波 硕 “可 以 完美 地 恢复 一 个 无 噪 线性 系统 输出 的 模糊 图 像 。 然 而 ， 当 出 现 
加 性 白 噪 声 时 ， 人 性 能 不 佳 。 试 证 明 本 课题 中 频谱 比 NHE 是 如 何 影响 图 像 的 恢 
复 的 。 

已 知 : 假设 我 们 在 频 域 有 如 下 系统 ( 见 图 P5. 4)， 

(1) V" (ky ky) =U" (hy ky) H' (ki ky) +N" (ki,k) (5.28) 
RP, UE (hi k) NMA RR ulni mm ) 的 二 维 DFT; NF (kk) HEZ HAE DFT 域 中 
的 零 均 值 和 单位 方差 的 白 品 声 ; HT Ck, , 包 ) 为 退化 函数 如 下 式 所 示 的 : 

H" (k; ,k,) 2 exp( -cl (5 )? + (k)? 7) (P35) 

(2) V (ki, k) FY ZHE IDFT 是 一 幅 模 糊 图 像 。w (n, m) 是 图 P5.4 所 示 的 
恢复 图 像 。 











N (ki1, k2) 


UF (ky, ky 中 模糊 图 像 
V*(Ki, ka) 
VE k ol 恢复 图 像 
tk) 4 gri — ion] t 


K| P5.4 DEEE 
1 "" 
3 Sf ES at VL HE k vk Hh ， 一 一 一 一 一 
DEW LE r— S 
( 见 图 8. 10c 和 参考 文献 [B6] 第 277 页 ) 。 因 此 ,我们 使 用 伪 逆 滤波 器 ， 其 定义 
如 下 : 

——— | H* | 40 
H- (Kk, ,k,) 2 4H (Aik) (5.29) 

0 |H*|z0 
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M4 | AY | 小 于 所 选择 量 e 的 任何 时 候 , H^ (k Lk, ) 都 将 被 设置 为 0。 
维 纳 滤波 器 


u(nj, n5) 


am, n») 


"n, n7) 
Ji PE e y 


LH (ky sky) | ° Su Un sky ) 
| HF (ky „k3 ) | Suu (hy sha) +S Cki pka) 
AP, SSUNLS, IN u(n, pn) M n(n, ,n;) APKC — AE DFT。 
步骤 : 

(1) 读 取 一 幅 图 像 ( 最 大 为 512 x512 ) 。 

(2) 计算 当 式 (P5.5) 中 的 c 分 别 设 置 为 0.0025 0.001, 0.00025 时 的 三 个 不 
同 的 退化 函数 H" (CR, ks) o 

(3) 由 (2) 得 到 的 (kh ,ks ) 计 算 维 纳 滤波 器 GC’ (Kk, 5) ， 并 且 展 示 三 幅 不 
同 的 模糊 图 像 。 

(4) 对 每 个 五 (k ,ks ) 实现 逆 滤 波 和 维 纳 滤波 。 

(5) 由 比值 N'/H* 得 到 并 展示 恢复 图 像 。 其 中 ，N A H 分 别 为 加 性 噪声 n 
(n, ,n4 ) Hl h(n, ,no ) 的 二 维 DFT, 

参考 资料 

(1) 参考 文献 [ B6] 第 275 ~284 页 的 8.3 节 。 

(2) Gonzalez Ej Wood 编写 的 《 Digital Image Processing) ( 数字 图 像 处 理 ) 第 2 
fig P18) 38 258 ~264 页 28 3 版 IT? 第 351 ~357 页 (Prentice - Hall 出 版 社 ) 。 

注意 

逆 滤 波 是 从 一 个 系统 的 输出 恢复 其 输入 的 过 程 。 逆 滤波 器 通过 在 二 维 DFT BA 
将 退化 图 像 除 以 原始 图 像 得 到 。 如 果 下 降 为 0 或 者 非常 小 的 值 ， 则 N'/^H' 非常 
显著 。 

逆 滤 波 器 和 伪 道 滤波 器 仍然 对 噪声 很 敏感 ， 从 而 噪声 可 能 被 放大 。 而 维 纳 滤 波 
器 就 可 以 克服 这 个 缺点 。 维 纳 滤波 是 在 同时 存在 模糊 和 噪声 的 情况 下 的 一 种 有 效 的 
图 像 恢复 手段 。 

5.6 ”几何 平均 滤波 器 (GMEF) 


(1) 对 于 课程 实践 5. 5( 逆 滤波 和 维 纳 滤 波 ) 中 的 退化 图 像 ， 进 行 = 5 几何 平 


对 于 维 纳 滤波 器 GY (hk, ,k) = (5.32a) 














均 滤 波 并 展示 恢复 后 的 图 像 。s = 的 GMF 的 描述 见 式 (5. 35)。 
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(2) 对 于 s = 也， 重复 进行 (1)。 
(3) WF ses, 重复 进行 (1) 。 


对 恢复 后 的 图 像 进行 解释 。 

(提示 :s =0 时 ,GMF 演化 为 维 纳 滤波 各 ; 而 s=1 HF, GMF et (EA ee ae ) 

参考 资料 

(1) 参考 文献 [ B6] 第 291 页 8.5 节 。 

(2) Gonzalez 与 Wood 编写 的 《Digital Image Processing) ( 数字 图 像 人 处 理 ) 第 2 
版 :中 中 第 270 页 、 第 3 版 :中 第 361 页 5.10 节 (Prentice — Hall 出 版 社 ) 。 

5.7 

a. 式 (5. 12) 中 定义 了 时 域 /空域 的 循环 移 位 性 。 试 对 大 小 为 512 x 512 的 Lena 
图 像 应 用 此 性 质 。 并 试 说 明 这 幅 图 像 沿 n, 循环 移 位 了 m, 2100 个 样本 点 ， 沿 着 m 
循环 移 位 了 m, =50 个 样本 点 ， 并 获取 图 P5. 5a 所 示 图 像 的 过 程 。 

b. 同样 地 ， 式 (5. 13a) 定 义 了 频 域 的 循环 移 位 性 。 试 使 用 Lena 图 像 说 明 此 性 


质 。 并 试 说 明 图 像 的 幅度 谱 沿 着 k TIAE wm = + 100 个 样本 点 ， 沿 着 hy I 





移 位 uy => +50 个 样本 点 的 过 程 ( 见 图 P5. 5b) 。 其 中 ，N=512。 





a) b) 


图 P5.5 循环 移 位 性 
a) 空域 循环 移 位 b) 频 域 循环 移 位 
5.8 一般 受 运 动 和 大 气 详 流 影响 的 模糊 图 像 可 通过 逆 滤波 和 维 纳 滤 波 得 到 恢 
复 ， 这 些 方法 已 经 应 用 于 天 文 图 像 的 处 理 。 
a. 运动 模糊 代表 了 相 邻 像素 的 一 臻 平均 值 ， 它 也 是 由 相机 移动 或 快速 物体 运 
动 所 引起 的 一 种 营 见 的 结果 。 这 里 给 出 一 个 沿 对 角 线 的 运动 。 它 可 以 看 做 是 退化 隔 
数 的 一 种 数学 模型 
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sin| a (ka * k,b) | 
m (ka * kb) 
= Csine( kja + kb) e Iria +e) sinc(0) 21 — (P5.6b) 
式 中 , a=b=0.1; C=1。 
可 以 看 出 ， 原 始 图 像 和 通过 退化 函数 模糊 的 图 像 是 相同 的 ， 如 图 P5.6 Bran. 


H" (k, ,k,) =C g Uribe sion) ( PS. 6a) 








a) b) 
图 P5.6 azbz0.2,C21 时 的 运动 模糊 图 像 (512 x 512) 
a) 原始 图 像 b) 运 动 模糊 图 像 

用 MATLAB 的 sinc 函数 ， 我 们 将 从 模糊 图 像 中 恢复 出 来 原始 图 像 。 详 细 内 容 
将 在 下 面 c 中 介绍 。 

b. 大 气 济 流 所 模糊 的 一 个 退化 也 数 一 般 出 现在 当空 中 物体 的 图 像 有 以 下 形式 时 : 

2 2 45/6 
il Os ska) =exp( =ef (t - 5] «8-5 | (P5. 7) 
M = N 2480 

(1) QURE E ESURUDLAS Se eI PAR S UL, DI EC se? Ml 

(2) SEI OT WE UE. D, AURIS OS DUM H TERM YU 2X as P 
半径 为 40、70 和 85 的 区 域 ， 如 图 PS. 7 所 示 。 对 被 模糊 的 图 像 加 白 噪声 的 仿真 描 
述 如 图 P5.4 所 示 。 

MATLAB 语句 如 下 : 

var =0. 001 ; 

noise = imnoise( zeros( size( Image) ) , ' gaussian’ ,0 , var) ; 

为 了 去 除 一 幅 滤 波 后 图 像 ( SLA] PS. 8d) 中 的 振 铃 效应 ( ringing artifact ) , 我 们 将 
一 个 10 阶 巴 特 沃 斯 低 通 滤波 函数 用 在 一 个 半径 为 40 的 逆 泪 流入 上 。15 阶 的 同样 
的 滤波 函数 用 在 半径 为 100 的 逆 滤 波 咒 上 ， 可 以 用 来 处 理 半 径 边 缘 出 现 的 锐 转变 
( 见 图 PS. 8e) 。 与 图 PS. 8g 所 示 相 比 ， 图 PS. 8e 所 示 具 有 较 少 的 振 铃 效应 。 

对 于 式 (P$.7) 模 糊 图 数 所 描述 的 、 图 P5. 8h 所 示 径 向 截面 的 圆柱 体 的 外 侧 ， 
伪 道 滤波 需 将 置 为 0。 因 此 ， 半 径 为 100 左右 是 锐 转 变 巴 特 沃 斯 低 通 滤 波 吉 的 较 好 


选择 。 
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VS ka) 
a) b) 


图 P53.7” 逆 滤 波 需 的 一 个 稳定 形式 
a) 仅 能 应 用 于 低 通 区 域 的 道 滤波 器 “b) 原点 为 中 心 模糊 图 像 的 (hh -2t -六 ) 二 维 DFT( 见 图 5.23) 


] 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
M , A 
后 一 了 > 2 


0 
-240 -101 
do) 


g) h) 
A| P5.8 Ej PREET RUPE ie A OO on 
(LP) VEU aS AA BAER TERR, CUB a8 AY LEA eR Be ti ES 
Fae I UR ASC A Ea AIP AIBRAVZD A 480 x 480 像素 ) 
a) 原始 图 像 b) 模糊 处 理 后 的 图 像 (c =0.0025) c) 逆 滤 波 后 的 图 像 
d) 半径 为 40 的 低 通 (LP) 滤波 后 的 图 像 e) 半径 为 100 的 低 通 (LP) 滤波 后 的 图 像 
f) 半径 为 140 的 低 通 (LP) 滤波 后 的 网 像 g) 伪 逆 滤波 后 的 图 像 h) 圆柱 体 的 径 辐 截面 
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(3) 逆 滤 波 器 与 维 纳 滤波 器 的 比较 。 

先 研 究 一 下 参考 文献 [IP19] 第 355 页 的 图 5. 28 和 第 356 页 的 图 5. 29( 即 本 书 
图 P5. 8 ) 。 

对 一 个 频率 响应 为 瓦 (k, ,hs ) 的 线性 移 不 变 系 统 ， 维 纳 滤波 需 定 义 为 

[H" (kipka) | Su kiska) 
|H" (hy pka) [Suu (ki ,bk ) FS ki sky) 

[LH (ky ky) ]* 
Srm (Ay ska) 
Sau (ki ska) 

如 果 不 知道 原始 图 像 的 功率 谱 密 度 ， 那 么 可 以 通过 常量 代替 式 (P5. 8) 中 的 
Sn (ki fs) 
Sau (kiska) 





G" (ki ,ka ) = 


( P5. 8) 





|H" (hy „ko ) |^ 十 





并 尝试 不 同 的 KK 进行 实验 ， 则 有 


LH (ky 5) |" 


——————————— ( P5. 9) 
|H" (hy „ka ) |^ + 人 


G" Ch, sky ) = 





图 P5.9 ”模糊 图 像 的 维 纳 滤波 
a) 使 用 式 (P5.5)(c =0. 0025 ) 进行 模糊 处 理 后 的 图 像 b) 伪 逆 处 理 后 的 图 像 
c) 使 用 式 (P$.9)(K=4x10 一 ) 进 行 维 纳 滤 波 后 的 图 像 od) ERC PS. 8 ) 进 行 维 纳 滤波 后 的 图 像 
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表 ps 1h, KARM KERALA, K mU E JR, 
ky) 的 一 个 函数 而 不 是 一 个 常数 TY 中 ME PS. 9e 和 图 PS. 9d 所 示 ， 我 们 可 以 看 到 
有 或 没有 原始 图 像 功 率 谱 密 度 的 维 纳 滤波 右 产 生 的 效果 很 相近 ( 见 图 P5. 9) 。 

c. 恢复 运动 模糊 的 图 像 。 试 进行 图 P5. 10 所 示 的 仿真 ， 其 中 的 退化 函数 ut 
(hi,k) 已 由 式 (P5.6) 给 出 。 计 算 恢 复 图 像 的 PSNR， 比 较 式 (P5. 8) 和 式 (P5.9) 中 
两 种 维 纳 滤波 方法 的 性 能 ， 并 将 结果 进行 表格 统计 ( ULE P5. 1) 。 


X P5.1 PSNR 结果 


式 (P5.9) xt (P5.8) 
噪声 方差 
K PSNR/dB PSNR/dB 


386 0. 085 2]. 78 23. 51 




















17.7 0. 035 23. 17 25. 89 


1.8 x 10? 0. 002 27.97 30. 61 





b) fu Ab Be 





f£) py ATE 





D 伪 逆 处 理 


图 P5.10 ”噪声 干扰 模糊 图 像 的 维 纳 滤 波 
a) 噪声 方差 为 386 的 运动 模糊 处 理 后 的 图 像 b) 伪 逆 处 理 后 的 图 像 
c) 使 用 式 (P5. 9) 进行 维 纳 滤 波 后 的 图 像 d) 使 用 式 (P5. 8) 进行 维 纳 滤波 后 的 图 像 
e) ~h) 噪声 方差 为 17.7 的 图 像 i) ~1) 噪声 方差 为 1.8 x10 习 的 图 像 
当天 小 于 某 一 特定 常数 时 ( 见 表 P5.1 中 的 天 值 )， 式 (P5.9) 的 维 纳 滤 波 器 演 
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化 为 一 个 高 通 滤波 需 。 因 为 模糊 处 理 稼 使 用 低 通 滤波 希 ， 所 以 滤波 后 的 图 像 不 是 很 
模糊 ， 但 是 有 很 多 噪声 。 而 当天 大 于 该 值 时 ， 维 纳 滤 波 需 则 演化 为 一 个 低 通 滤 
Uds o 

5.9 ”选取 大 小 为 (256 x256) 8&(512 x 512) , 8 比特 /像素 的 图 像 ， 并 对 图 像 进 
行 图 5. 19 和 图 5. 20 所 示 的 同 态 滤波 。 


Bor Re HE FFT 算法 


类 似 基 -2FFT， 矢 量 基 二 维 FFT 可 以 应 用 于 多 维 信号 处 理 中 。 与 基 -2FFT fü 
形 一 致 ， 矢 量 基 算法 可 由 DIT All DIF 877 TRIE p, ^72. 051.5557. 并 且 ，DIT 和 DIF 可 
以 混合 于 同一 算法 中 。 事 实 上 ， 对 于 任何 基 ( 如 基 -2、 基 -344. 基 -4 等 )， 矢 量 
基 算 法 都 存在 。 本 章 以 二 维 信 号 为 例 ， 介 绍 基 于 DIT 和 DIF 的 矢量 基 FFT 算法 。 
这 一 技术 可 以 很 容易 扩展 到 任何 其 他 矢量 基 算 法 。 同 所 有 快速 算法 一 样 ， 矢 量 基 二 
HE FFT 的 优点 是 降低 了 计算 复杂 度 ， 减少 了 对 内 存 (存储 ) 需求 ， 并 降低 了 有 限 
字 长 运算 引起 的 误差 。 矢 量 基 算法 更 适用 于 矢量 处 理 央 。 

















6.1 矢量 基 DIT -FFT 


XX (5.1) 中 定义 的 二 维 DFT [Rit x(n ,n5 ) FX" (E, ,hs ) 均 具有 周期 性 ， 在 两 
个 维度 上 的 周期 分 别 是 和 N M N, B 

x(n,,n4) =x(n, * N,,n4) =x(n,,n, +N) 2x(n, +N,,n,+N,) (6. 1a) 

X" (k, ,k,) =X" (k, +N, ,ks) =X" (kiks +N) = (k +N ,hk +N) (6. 1b) 


矢量 基 -2 的 二 维 DIT -FFT 可 以 用 下 面 的 符号 进行 说 明 : 
(Nix No)—-DFT N 22^, N52 2^ 





Ni N- N N> N N N N> 
+1 2 -DFT (4H x —2]—DFT 1, 2 |- DFT l 二 | 一 DFT 
G2) «22 UR | n | 





n , Na) -DFT gn ? *:-prr (s , Xo) DFT un " N2)-DFT 
(e, e) (e, o) (0, €) (©, 0) 
AP, e 表示 个 数 ; o 表示 奇数 。 
在 每 一 级 将 此 过 程 继续 分 解 ， 直 到 获得 (2 x2) 二 维 DFT。 回 漳 整 个 过 程 可 得 
(Ni x N) ZH DFT(N 和 NS 均 为 2 BAER) 。 
HTE, Bix N =N,=N, W 


N-1 N-1 
A UID) DD avons E P 
n, =On, =0 
k, ,k -0,1,--,N-1 (5. 3a) 
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oo 
X" b = y > x(2m, ,2m, ) W 2m +2mk2] (e,e) 

m, =0m, =0 
5-1 2- 

十 y y x(2m, ,2m, + 1) Wy maar A a (e,o) 
m, 20m», =0 
m 二 全- 

十 > > x(2m, + 1 ,2m, YW mt aramak (0,e) 
m, =Om, =0 

hg el 
+ 9, V o x(2m, +1,2m, +1) W,Om*Dh*Qm*D&) (0,0) 


mi - 0m» =0 


(6. 2a) 
: US 1N/2-1 
X (ky ky) = | > > x(2m, ,2m,) Wr tm! | 
m, =0 m, =0 
N/2-1N/2-1 


is ws * > x(2m, ,2m, + 1) Wr maha] | 


m, =0 m, =0 
n N/2-1N/2-1 
+ Wi[ Y Y x(2m, +1,2m,) wyatt! ] 


m, =0 m, =0 
N/2-1N/2-1 
+ WPL YY x(2m, +1,2m + 1) Wim? ] (6. 2b) 


m, =0 m, =0 
XE (k, ko) 2 Sy (E ky) +Soy (hy ko) W + Sig ,ho Wi +S), Ch, ko Wl”? — (6.2c) 
对 于 Sa Ct „k ) Doi (k ik) S19 (5 sk ) Su Ch „ka ) 
TB k, A ky 周期 均 为 WM2 B 


N N N NY... 


N/2 -1N/72 -1 
Soo (Kb) = Y, Y x(2m, 2m, ) Wi tmm (6. 4a) 
m, =0 m, =0 
rre te 
So (kisko) = Y, Y x(2m, 2m, +1) Wm) (6. 4b) 
m, =0 m, =0 
N/2-1N/2-1 
S (E, 4) = Y, Y x(2m, + 1,2m,) Wig rr? (6. 4c) 
m, =0 m, =0 
MOS 


Su (E e) = > > x(2m, +1,2m, + 1) WA traf) 


mi =0 n» =0 


by sky 0,1, 71 (6, 4d) 
对 于 式 (5. 3a) BHA [x(n,,n5) 1 ,. EN xN) ZH DET 可 表示 为 


Soo (Br sho) + Soi Cki sho.) WR Si (hy ha) WN € Su Cki ka) WN” 
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pn NON. ap yx 
AU, Soo «901 „Sio M Su A C x) AE DFT, 下 面 用 N, =N, =4 来 说 明 。 


X00» X01» X02, X03» X10 X11» 12: X13 X20» X21» X22. X23. X30, X31» X32; X33 


Soo Sol S10 S11 
X90» X02, X20, X22. X01 X03, X21, X23 X10 X12 X30, X32 Xll» X13» X31» X33 
(e, e) (e, o) (o, e) (0, 0) 
HX (6. 2) RI (6.3), REH DFT 可 如 下 表示 : 
X" ( k, , kp) 1 1 ] ] Soo (ki „ka ) 
XU, +N/2) | | -1 1 -1| |. WiSaCh E) 
X" (ky € N72 ,k,) BE E cb Wi Sio (E, , 55) 
XE (k, «N/2,k «N/2) | LE 71 71 1d hh (uk) 
by shy S0 dues c1 (6.5) 


2mjk, — mıkı 2myk = Mok 
Wy ni Wy , Ww W v2 


r —j2 -j2 
W = exp (Eton | - exp GET) = Ww 
式 (6.5) 的 和 矩阵 关系 可 以 用 流 图 的 形式 给 出 (此 时 需要 3 次 乘法 和 8 次 加 法 ) 
( 见 图 6.1)。 


Sj(k1, ka) 
00 





XF (Ki, k2) 
01 XT (ky-NI2, kp) 


XT (k,, ky +N/2) 


XF (ky +N/2,k5+N/2) 





ky, ky =0, 1,7, 4-4 
图 6.1 式 (6.5) 的 运算 流 图 
这 便 是 矢量 基 (2 x2) 二 维 DIT - DFT, XF N =N, 22^ =N, 抽取 的 过 程 重 复 
log; N 次 。 每 一 步 抽取 都 有 M4 个 蝶 形 运算 。 每 个 蝶 形 需要 3 次 复数 乘法 和 8 次 复数 








2 2 
加 法 。 因 此 ，(N xN) 点 基 (2 x2) DIT -DFT 需要 3 ($log N) 次 复数 乘法 和 8C 
logyN) 次 复数 加 法 。 穷 举 算 法 需要 M 次 复数 乘法 和 复数 加 法 。 当 N =R, Ny =R} 
时 ， 可 实现 (Ri R) REA DIT - DFT。 与 (2 x2) 矢 量 基 DIT - DFT 类 似 ， 它 也 叫做 
混合 矢量 基 FFT。 人 矢量 基 算 法 还 有 各 种 各 样 的 形式 ， 如 矢量 基 DIF - DET, TRA A 
基 DIF - DFT 及 矢量 基 DIF/DIT - DFT 等 。 
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6.2 Ke DIF -FFT 





矢量 基 DIF — FFT 类 似 矢 量 基 DIT -FFT。 如 上 文 所 述 , BON =M =2 =N, MXF 


x(n, ,n5) n, ,n, -0,1,--,N-1 
其 二 维 DFT 可 表示 为 
N-1 N-1 
n, =On, =0 
(N/2) -1 N-1 (N/2) -1 N-1 i ! 
zi T 2 )( » + >, J)Lx(n n4) Watt Wy? ] 
n, =0 n, =N/2 n, =0 Ny = N/2 
(N/2) -1(N/2) -1 (N/2)-1 N-1 N-1 (N/2)-1 N-1  N-1 
a2 x $242 Dd Ds 
ny=0 ny =0 ny =0 m =N/2 ny =N/2 ny =0 ny = N/2n, = N/2 


x [x(n, ny) WU Wy] ki ,ky 20,1,:- 1 


= I+ H+ Hl «IV (6.6) 
AFP, D. HF. M IVAESVRSTRMBUA 个 求 和 。 
TEIL, M NVP, RAR RP HP 
Ny =m, +N/2,n, =m, +N/2,n, =m, + N/2,n, =m, + N/2 
MUSK (6. 6) n] LAT HOA 


m 
2 





(N/2) -1(N72) -1 
AUS) = ME Wm vs 
n, -0 ny =0 
(N/2) -1(N/2) -1 N 
+ Y M nn t+) Wy 7 "(-1)5 
n, =0 n, =0 2 
(N/2) -1(N/2) -1 N 
+ Yo DY x(n, +> mn.) Wyre - 1) 
n, =0 Ny =0 2 
(N/2) -1(N/2) -1 
十 » >: x(n + ym, + i e 1 ) th 


n, =0 n> =0 


k, kp =0,1,---,N-1 (6. 7) 
TH DET 可 以 考虑 以 下 四 种 情况 : 
ky ko 
(a) 偶 整 数 (2m ) 偶 整 数 (27, ) 
(b) A SEX 2r, +1) 偶 整 数 (2r, ) 
(c) 偶 整数 (2r ) 奇 整数 (2r +1) 
(d) 奇 整数 (2m +1) 奇 整 数 (2r +1) 


1 


Fis, r, -0, l, T S > 
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对 于 这 四 种 情况 ， 式 (6.7) 可 表示 为 
(N/2) -1(N/2) -1 
26) = > > [x(n n) + x(n,,n, + 


n, -0 n, =0 


N 
5 


*tx(n "EUN + a(n, p E ge 
2 2 2 
(N/2) -1(N/2) -1 


> > Wy Lx(n,,n4) * x(n, ,n; + ) 


n, =0 n =0 


X' (2r, +1,2r,) 


N 


m + O WR” 


N 
n, ) — x(n; + 2 , 


N 
fi ? 
(N/2) -1(N/2) -1 


> > Wye[x(n,,n4) = x(n, ,n; +>) 


n, -0 n, =0 


— x(n, + 


X* (2r, ,2r, + 1) 


N 


+X(7P 十 二 ;172 ) — x(n, + ny +3) ] Wy” 


2 
(N/2) -A(N72) -1 


X* (2r, +1,27, +1) = > > Wr? Lx (ny, ,n,) — x(n; ,n; +>) 
n; =0 n> =0 
- x(n, + sm) + x(n, + om +a 
N 
E 1 — =] 
l|, 12 0, , , P. 


其 中 
X" (2n ,2r,) FE 


[x(n,,n5) *x(n, ,n; DELE talm to 


二 维 DFT 
X' (2r, +1,27) 是 


Wy xn; 2 ) +x(n,m +) -x(n, + 


5) ZAE DFT 


X* (2r, ,2r, +1) 3€ 
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(6. 8a) 


(6. 8b) 


(6. 8c) 


(6. 8d) 


N N N N 
zom) -x(n Roa aa +5) JEG x 


Wy lx(n,,n,) -x(n ,n; +) +x(n, +My) —x(n, p Il; +5) 1S x 


A) =o DET 
2 
X* (2r, +1,27, +1) 


Wi? L x(n, no) —x(n, ,n+ 5 


x =) 二 维 DFT 


X) -xz(m m) en en 5) LUC 
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N 
rel (6.9) 


式 (6.9) 的 这 种 设置 可 以 用 图 6. 2 Bros HIRED SUR EIR, JH n] SEE 25 fn] 
化 为 图 6. 3 所 示 的 形式 。 人 简化 的 形式 除了 3 次 乘法 (WN ,WN ,Wy ”“) 之 外 ， 仪 需要 
8 次 加 法 ， 而 非 原 先 的 12 次 加 法 。 


x(m,nj)a 


Tq 51%) -0,1,:- 











nr" 
Wy 


Al6.2 式 (6.9) 的 运算 流 图 


X(nm, ns) 
x(n}, nA) 


x(npe n3) 





x(m +2, n» +3) 


图 6.3 式 (6.9) 的 简化 运算 流 图 
一 个 (N xN) 二 维 DFT, Bi 
X" ( k, ,kh,) k, ,k -0,1,---,N-1 
JS. > 人 N N — St 

分 解 成 4 C x5) Ht DET, 即 

X" (2r; ,2r, ) 

X* (2r, +1,2r,) 

X* (2r, ,2r, +1) 
X* (2r, +1,2r, +1 


Fito -0,1,, 5-1 


T" Ge ee " LUN N, p : — 
PEE x 5) Ht DFT 继续 分 解 为 (元 xA) <a DFT， 直 至 获得 (2 x2) 二 


AE DFT( ILAI 6.4 和 图 6.5) 。 这 便 是 矢量 基 DIF - FFT 算法。 与 DIT 算 法 类 似 ，DIF 
算法 也 有 很 多 可 能 的 方式 。 


图 6. 5 





x(0,0) " 
x (0,2) 2 
x (2, 0) 
x (2,2) 


x (0, 1) 
x (0; 3) 
x (2, 1) 
x(2,3) 


x (1, 0) 
x(L2) 
x (3,0) 
x (3,2) 


x(l, 1) 
x(l:3) 
x (3 1) 
x (3; 3) 
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o —— x"(0,0) 
| XT(0, 1) 
: — Xt (1,0) 
— JA l(t] 
7F 


XF(Q, 1) 
YN an 


6.4 3E—- (2x2) FFT 的 第 一 步 抽 取 ( 为 了 避免 混淆 ， 





只 表示 了 四 个 蝶 形 算法 中 的 一 个 ; N = =4; (4 x4) 二 维 DET) 


o—— X*(0,0) 
p X*(0, 1) 
o X*(1,0) 
o XF(1, 1) 
o—— X*(2,0) 


D XT(2, 1) 





| 
| 





A 
SS 


| 


o— — 


A A XF(3,0) 
X*(, 1) 


h 
JN 
i 


| 


| 
O 
Q 
De 
= 
S 


) 
l 


x (3,1) ss CM o— — X*(3,2 
x (3,3) P =I, —| - o—— XT*(3,3) 


完整 (4 x4) -点 基 - (2 


义 





2)DFT( 本 图 只 展示 了 第 二 步 四 个 蝶 形 算法 中 的 一 个 ) 
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6.3 小 结 








本 书 第 3 章 和 第 5 草 分 别 介绍 了 以 x 为 基 (x =2,3 ,4…) 的 各 种 算法 。 本 章 集 中 
讨论 了 矢量 基 二 维 FFT 算法 。 这 些 算 法 适合 使 用 矢量 处 理 带 进行 实现 。 下 一 曹 将 
定义 和 研究 非 均 匀 DFT( Nonuniform DFT, NDFT) ， 并 给 出 其 性 质 。 
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7.1 简介 





对 于 包含 大 量 频率 分 量 的 信号 ， 健 里 叶 变 换 (FT) 能 够 有 效 地 揭示 出 其 频 域 
的 内 容 ， 通 过 在 频 域内 将 帘 宽 等 分 ， 从 而 使 用 可 接受 的 分 辨 挛 表 示 信 和 号。 离散 傅 里 
叶 变 换 (DET) 是 数字 信号 处 理 中 的 一 个 重要 工具 。 其 中 ,长 度 为 N 的 序列 的 N 
点 DET 是 对 序列 频谱 的 N RISA REN! DET 已 经 被 广泛 应 用 在 解决 时 域 和 频 
域 的 问题 、 信 号 分 析 / 合 成 、 检 测 / 佑 计 ， 以 及 数据 压缩 中 。 

在 过 去 的 几 十 年 里 ， 随 着 DFT 处 理 算法 的 发 展 ， 出 现 了 对 非 均 匀 离 散 健 里 叶 
变换 (Nonuniform DFT, NDFT) 的 需求 。 对 于 NDFT 来 说 ， 数 据 将 在 时 域 或 频 
域 (或 者 两 者 羔 有 ) 进行 非 均 匀 采 样 ， 相 应 的 采样 点 沙 在 NN 个 任 童 但 不 相同 的 位 置 。 
因此 ，NDFT 可 看 做 是 DFT 的 一 般 形式 ， 而 DET 是 NDFT 中 的 一 种 特殊 情况 。 

尽管 长 久 以 来 ， 人 们 已 经 认识 到 NDFT 的 重要 性 , 但 是 因为 NDFT 无 法 保证 西 
不 变性 ， 相 应 的 快速 变换 算法 一 直 未 能 获得 具体 的 发 展 。 目 20 世纪 90 年 代 中 期 以 
来 ， 出 现 了 一 些 使 用 近似 算法 的 快速 NDET 算法 。 

NDFT 的 应 用 领域 包括 有 效 的 频谱 分 析 、 滤 波 关 设计、 天线 模 式 合成 、 双 音 多 
频 (Dual- Tone Multi - Frequency, DTMF) 信号 的 解码 “1!、 合 成 孔径 雷达 (Syn- 
thetic Aperture Radar, SAR) 、 探 地 雷达 (Ground Penetrating Radar，GPR)、 天 线 设 
ib fae th tie BW (Be (Magnetic Resonance Imaging, MRI), X 环线 断层 扫描 (Com- 
puterized Tomography, CT)' ”等 。 其 中 一 些 应 用 涉及 将 均匀 采样 的 图 像 非 均匀 地 
变换 到 频 域 ， 而 为 外 一 些 应 用 对 非 均 匀 采 样 得 到 的 图 像 进行 均匀 变换 。 

KE, 我们 将 研究 NDFET， 其 采样 点 在 时 域 或 频 域 中 可 能 是 非 均 匀 分 布 的 。 由 
于 许多 应 用 涉及 在 任意 点 分 析 频 卒 成分， 我 们 重点 研究 频 域 非 均 匀 采 样 。 在 下 面 的 
小 方 中 我 们 定义 一 维和 二 维 NDFT， 并 将 这 些 性 质 与 其 他 划 市 中 给 出 的 均匀 DET 的 
性 质 进行 对 比分 析 。 快 速算 法 和 反 变 换 是 NDFT 发 展 的 主要 障碍 ， 本 章 也 将 讨论 相 
关内 容 。 最 后 我 们 将 讨论 其 在 MATLAB 中 的 一 些 应 用 和 实现 。 
























































7.2 一 维 非 均匀 离散 付 里 时 变换 (NDFT) 


7.2.1 均匀 采样 序列 的 离散 傅 里 叶 变 换 
站 和 完 ， 考 虑 连续 域内 健 里 叶 变 换 的 定义 : 在 某 些 特定 的 情况 下 ， 阴 数 x(1) 的 
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傅 里 叶 变 换 存 在 ， 且 可 被 定义 为 
X(w) = NOH 


XP, o z22nf; f 为 时 间 频 率 ， 单 位 为 Hz。 通 过 傅 里 叶 反 变换 ， 原 始 信 号 可 被 恢复 
成 如 下 形式 : 


j 


de (7.1) 





ne = | Xwe de (7.2) 


现在 我 们 从 傅 里 叶 变 换 定义 的 角度 考虑 DFT。 此 时 ， 我 们 有 信和 号 eC) 在 规则 
的 间隔 时 间 T, 〈 即 采样 间隔 ) 采样 的 N 个 样本 点 。 注 意 ， 这 个 信号 在 空间 域 同样 
可 能 是 一 个 函数 。 在 实际 情况 中 ， 信 和 号 (1) 的 持续 时 间 不 是 无 限 长 的 ， 但 它 的 整 
体 持续 时 间 为 了 =NT.， 我 们 有 x(1) 在 均匀 时 间 间 隔 上 的 一 组 样本 点 |x, | 。 我 们 可 
以 定义 =x(t,). SR, 1, =nT,， 是 采样 坐标 , n=0, 1, …,N-1。 

对 于 DFT 的 情况 ， 我 们 不 仅 希望 信号 是 离散 、 不 连续 的 ， 而 且 还 希望 作为 时 
间 频 率 的 函数 ， 傅 里 叶 变换 在 频 域内 也 仅 被 定义 在 有 规律 的 点 上 。 也 就 是 说 ， 函 数 
X(w) 并 不 是 对 每 一 个 w 都 有 定义 ， 而 仅 对 一 些 特定 的 o, 值 才 有 定义 。 同 时 ,我 


MERX o) 的 间隔 也 是 有 规律 的 ， 这 样 所 有 的 采样 o, 都 是 主 频 去 的 倍数 ， 即 

















o, =m, 其 中 ，m =0，1，.…，N -1。 注 意 , 7 为 信号 (1) 持 绪 的 有 限时 间 ， 我 


们 希望 在 这 个 时 间 内 定义 x(1) 的 DFT。 同 时 注意 ， 我 们 假设 频 域内 的 采样 点 数 等 
于 时 域内 的 采样 点 数 ， 均 为 V。 这 并 不 是 一 个 必要 条 件 ， 但 它 简化 了 符号 标记 。 将 
X (7.1) 直接 扩展 到 离散 域 ， 则 有 : 


LAE Y «Ci ) om (7.3) 








考虑 到 ww DUE CTETUR DT Tm, c, 也 仅 定义 在 离散 值 RT. R (7.3) 可 以 
重新 写 为 
X(w,) z Şalt, etm ort = S(t) e Dr (7.4) 


现在 可 以 简化 公式 ,使 用 m 表示 与 w, WX, Hn 表示 与 t, 相关 。 因 此 ， 离 散 
传 里 时 变换 的 最 终 定义 为 
X'(m) = Y a(n) F" = Y x(n) wy" m -0,1,:-, N-1 (7.5) 
RP, Wyse", BSA Hot aie Mw 


N-1 N-1 
x(n) = x XO) ef = x XU OD) Wy n-20,1,-,N-1 (7.6) 
m -0 m=0 
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7.2.2 非 均匀 离散 傅 里 叶 变 换 的 定义 


现在 我 们 将 DET 的 定义 和 计算 从 规则 采样 扩展 到 非 规 则 采样 域 。 一 般 来 说 ， 
NDFT 的 定义 与 式 (7.3) 中 给 出 的 一 样 ， 只 要 考虑 到 时 间 域 (上 ) 和 /或 频率 域 
(w, ) 上 的 采样 可 能 是 不 规则 的 。 

NDFT 是 均匀 离散 傅 里 叶 变 换 的 扩展 ， 而 后 者 是 前 者 的 一 种 特殊 情况 。 在 这 
里 ， 均 匀 DFT 是 等 间隔 数据 x (n) 的 傅 里 叶 变 换 在 等 间隔 的 网 格 上 进行 分 析 的 。 假 
设 时 间 采 样 坐 标 为 11, n=0, 1, «+, N-1} e10, N), MRR BID on, m 
-0, 1, =, N-1} e[0, N), 参考 文献 [ N19] 给 出 了 四 种 不 同类 型 的 广义 
DFT， 具 体形 式 见 下 文 。 复 数 序列 x-ix(4), +, x(t, 01] 与 其 相应 的 指数 方程 
A BASSEBIRHEX-iIX(o, =, Xoya) o WAR TESE IBI BS BS Piet es. Efe 
等 间隔 数据 x(n) 的 傅 里 时 变换 , 则 将 二 o, SPI n 和 m 替换 。 

(1) NDFT -1: 非 均 匀 时 间 采 样 点 和 均匀 频率 采样 点 。 从 磁 共 振 成 像 中 得 到 的 
图 像 属 于 这 种 情况 1。NDFT -1 非 均 匀 离 散 傅 里 叶 变 换 定 义 如 下 . 


N-1 l 
X(m) = A m,n =0,1,.…,N-1 CIT) 
n=0 


(2) NDFT -2: 均匀 时 间 采 样 点 和 非 均匀 频率 采样 点 。 从 普通 相机 获取 的 图 
像 属于 这 种 情况 。NDFT -2 非 均匀 离散 傅 里 叶 变换 定义 如 下 ， 


N-1 
X(w,,) = op Ete m,n =0,1,°°-,N -1 (7.8) 
n=0 


(3) NDFT -3: 非 均 匀 时 间 有 采样 点 和 非 均 匀 频 率 采 样 点 。 从 非 规 则 的 采样 设 
备 获取 并 变换 到 非 规则 频 域 的 图 像 则 属于 这 种 情况 。NDFT - 3 非 均 匀 离 散 傅 里 叶 
变换 定义 如 下 : 


N-1 
X(o,) = Fa sae [ Pret m,n -0,1,:---,N-1 (7.9) 
n=0 


(4) NDFT -4: 均匀 时 间 采 样 点 和 均匀 频率 采样 点 。 传 统 的 DFT 属于 这 种 情 
况 ， 具 体 的 定义 见 (7.5)。 

然而 在 实际 应 用 中 ， 我 们 希望 考虑 更 为 严格 的 情况 。 其 中 一 个 情况 就 是 非 等 间 
PAS x(t,), n20, 1, -«, N-1 的 全 里 叶 变 换 在 等 间隔 网 格 上 进行 分 析 (BU 
NDFT -1)。 从 而 ， 巾 非 等 间隔 采样 到 等 间隔 采样 的 扩展 ， 为 非 等 间隔 时 间 样 本 点 
提供 了 一 个 有 效 的 变换 工具 ， 如 医学 图 像 分 析 “" 。 除 非 有 一 些 先 验 知 识 ， 时 域 的 
任意 点 采样 应 该 用 特定 的 、 难 以 适用 于 信号 特性 的 条 件 来 定义 。 

男 一 种 可 能 的 考虑 ， 就 是 用 非 等 间隔 的 网 格 点 w,，m =0,1,，…,，N-1, 来 
估计 等 间隔 数据 x(n) 的 傅 里 叶 变 换 ( 即 NDFT -2)。 如 图 7.1 所 示 ， 这 个 方案 对 
于 在 任意 频率 点 获得 频谱 更 加 灵活 。 在 特定 的 应 用 中 ， 如 频谱 分 析 ， 通 常 更 倾向 于 
根据 频谱 特性 ， 对 Z 变换 X(z) 在 z 平 面 单位 加 上 非 等 间隔 分 布 的 点 进行 分 析 。 频 
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域 中 频谱 更 集中 的 部 分 ， 束 应 该 分 配 现 多 的 采样 点 。 粗 略 的 分 析 对 于 幅度 较 小 分 量 








并 不 会 引起 严重 的 误差 。 


DFT 


] 


类 0 





-1 一 0.3 0 0.5 I 
5r 


图 7.1 DFT 和 NDFT 在 z 平 面 单位 加 上 的 8 个 频率 点 


NDFT 的 实现 可 以 通过 直接 将 NDFT 算 阵 与 数据 和 矩阵 相 乘 来 实现 ,或 者 用 本 章 
后 面 将 要 讲 到 的 快速 乘法 来 实现 。 直 接 相 乘法 对 于 理解 变换 的 概念 很 有 帮助 。 为 了 
方便 比较 ， 下 面 分 别 给 出 了 DFT RI NDFT 正 向 变换 和 反 变 换 的 MATLAB PRA, 


function [Xk] = dftld(í(xn, N) 











$ Computes Uniform Discrete Fourier Transform by multiplication of 
DFT matrix. 


= N-point 1D input sequence over 0 <= n <= N-1 (row vector) 
k = 1D DFT coefficient array over 0 <= k <= N-1 
= Length of DFT 
sage: Xk = dft1d(xn, N) 

: 1: N-1; $ Index for input data 
: N-1; $ Index for DFT coefficients 
(-3*2*p1i/N); $ Twiddle factor 
nk-—k'*n; % Creates an Nx Nmatrix 


DFTmtx — Wn .^nk; $ DFT matrix (N x N) 


Xk — (DFTmtx * xn.'); $DFT coefficients (column vector) 


' 1s the non-conjugate transpose of xn and equals to "transpose 


function [xn] = idftld(Xk, N) 


% Computes Uniform Inverse Discrete Fourier Transform. 


= N-point 1D input sequence over 0 <= n <= N-1 (column vector) 
k= 1D DFT coefficient array over 0 <= k <= N-1 
= Length of DFT 


sage: xn = idft1d(Xk, N) 

: 1: N-1; % Index for input data 

: 1: N-1; $ Index for DFT coefficients 
Wn = exp (J*2*pi/N); $ Twiddle factor 


nk =n'*k; % Creates an N x Nmatrix 
IDFTmtx = Wn. 





“nk; $ IDFT matrix (N x N), equivalent to (DFTmtx)’ 
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xn = (IDFTmtx * Xk).' / N; % Reconstructed sequence (row vector) 
function [Xk] = ndftid(xn, N, fs) 


5 xn — N-point 1D input sequence over 0 «— n «— N-1 (Uniform) 
$ Xk = 1D NDFT coefficient array (NonUniform) 

fs — nonuniform frequency vector (N-point) 

N — Length of DFT 

Usage: Xk =ndftld(xn, N, fs) 


n=0: 1: N-1; % Index for input data 

Wn = exp (-j*2*pi/N); $ Twiddle factor 

nk = fs’ * n; % Creates an N x Nmatrix 

DFTmtx = Wn .* nk; % DFT matrix (N x N) 

Xk = (DFTmtx * xn.'); % DFT coefficients (column vector) 


function [xn] = indftld(Xk, N, fs) 
% Computes 1D NonUniform Inverse Discrete Fourier Transform 





= N-point 1D input sequence over 0 <= n <= N-1 
= Nonuniform frequency vector (N-point) 

% Xk = 1D DFT coefficient array over 0 <= k <= N-1 

% N= Length of DFT 

$ Usage: xn = indft1d(xXk, N, fs) 


n=0: 1: N-1; $ Index for input data 


Wn = exp(-3*2*p1/N); $ Twiddle factor 

nk —fs'* n; % Creates an N x Nmatrix 

DFTmtx = Wn .^ nk; % DFT matrix (NxN) 

xn = (inv(DFTmtx) * Xk) .'; % Reconstructed sequence (row vector) 





7.2.3 NDFT 的 性 质 


根据 上 文 的 定义 ， 序 列 x(n) 的 NDFT 在 z 域 用 X(z ) 表 示 ， 序 列 的 DFT 在 其 单位 圆 
Je. : XX (k) KZK (SUA 2. 3b), A, DFT 的 某 些 性 质 也 同样 适用 于 NDFT 运算 。 
. 线性 a 

















X, (z,) , 则 有 


[ a,%,(n) +a,x,(n) | [a,X,(z,) +a,X,(4,) | (7. 10) 
NF, a, Ma, 为 常数 。 因 此 ， 就 像 DFT 一 样 ，NDFT 也 是 线性 运算 。 

如 果 两 个 信号 的 长 度 不 同 ， 也 就 是 x,(n) WREE N, x(n) 的 长 度 是 WN,， 
那么 这 两 个 序列 的 线性 组 合 的 最 大 长 度 是 N= max(N ，N ) 。 如 采 一 个 序列 的 长 度 
较 小 ， 则 需要 在 线性 操作 之 前 将 它 提前 补 零 ， 以 达到 相同 的 长 度 。 

2. RH 

对 于 N 点 DFT Ail NDFT, 有 


x (n)——-X'(z,) (7. 11) 
NF, x (n) A x(n) WERE. x" (n) Bj NDFT 为 


Fla" (n)] = Dox" (nat 2(XsGoGD7E 2X GO (7.12) 


X, (z, ) fll My ( 





Ww x(n) 
NDFT 
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su, Fax" (n) |o x" (2 的 NDFT。 因 此 ， 原 始 序 列 的 共 斩 将 引起 其 NDFT 的 
Far, Æ z RAWEA EET. 

3. 序列 的 实 部 

一 个 序列 的 实 部 的 NDFT 是 自身 NDFT 和 其 共 斩 的 均值 ， 即 








Reb mes FIX) +X" (2) (7.13) 
BT a(n) KIKRE x, (n) = 二 |x(n) ea (na)1 给 出 ， 因 此 其 NDFT 可 以 应 用 线性 
AETHER, Hj 
Fx ()] = 0XGO +X" (ah) (7. 14) 
4， 序 列 的 庶 部 
jim |x(n) | 9X -X (ah) | (7.15) 


由 于 序列 x(n) 的 虚 部 可 以 表示 为 x,(n) PIE, -x'(n)|, 其 NDFT 可 以 应 用 
Ze VE A SEA HE eB, Bl 
FyLiai(n)] =X C) -X GL) (7. 16) 


5. 时 域 平 移 
设 有 正 整 数 ro， 考虑 任意 间隔 的 离散 时 域 信 号 x(n- gy )u(n-qo), EH x(n) 
u(n) FE qu 步 长 得 到 ， 则 








N-1 t*tqo 
NDFT 


x(n — qy)u(n - qy) 一 一 一 一 2, x(n - q)u(n = go)" (IT) 
HF n<q INA u(n-qy) 20, MH n>q HA u(n-q) =1, W 


N-1-4*49 
NDFT 


x(n = qy)u(n - qo) -——— >. x(n = qo) z; (7.18) 


n=q0 
将 式 (7.18) PAAR AE F Ets. € m2n-q,, MWA nzmsq,, I 
A, 4n=q,Mm=0, 当 n=N-1+go 时 m=N-1。 因 此 可 得 








N-1+go N-1 N-1 
Dy ease = Ara ea *»x mat = 7, Aa) (7219) 
n - qo m=0 m=0 

将 此 式 与 式 (7. 18) 结合 将 产生 变换 对 ， 即 





x(n-qy)u(n-q,) - z, ^X(z,) (7. 20) 
这 说 明 在 时 域 的 平移 将 导致 非 均 匀 离 散 傅 里 叶 变 换 X(z, ) 与 复 因子 z” WHR, 
6. 5a’ 的 来 积 








aaa) a2) (T21) 
a. 
对 任意 非 零 实 数 或 者 复数 a, ,与 序列 相 乘 的 NDFT 为 
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FyLatx(n) |] = Y ate(n)i" - Xs) a) 


7. 时 域 反 转 


«oman 
x( —n) EY NDFT 计算 如 下 : 


FAx(-2)] 2 x(-n)a" 


n--N«l 


令 m= -n， 则 有 


Fy[x(-n)] = DE = x(+) 


Zi 
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T (7.22) 


a 


S 


(103 


(7.24) 


(7.25) 


可 见 ， 序 列 在 时 域 反 转 引 起 采样 点 在 z 平 面 上 的 位 置 取 倒数 。 





7.2.4 NDFT -2 示例 





本 章 的 目的 是 推导 信号 DFT 后 在 频 域 进行 非 均 匀 采 样 ， 非 均匀 样本 点 将 用 
NDFT 进行 变换 。 例 如 ,假设 图 7.2 所 示 信 号 是 两 个 正 强 信号 的 混合 ， 即 O. 2a 和 





人 
X 
1 
=), yy 
, : : : : : : 
0 5 10 15 20 25 30 35 
时 间 指 数 z 
a) 
aX 
p: 
0 01 02 03 04 05 06 OF 
aX 
ing 


60 70 


0 10 20 30 40 


50 
时 间 指 数 7 
c) 


图 7.2 DFT 的 结 








esie coc me sh ae deo veces 


40 45 50 


0.8 0.9 I 


80 90 100 


a) 输入 序列 为 50 个 采样 点 b) 图 a 的 DFT 输出 c) 输入 序列 为 100 个 采样 点 
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0.4 0.5 
on 
d) 


图 7.2 DFT 的 结果 ( 续 ) 
d) Alc AY DFT 输出 


0.70, fash DFT 可 以 通过 规则 采样 间隔 得 到 ( 见 图 7.1)。 我 们 假设 采样 点 数 无 
限 多 ， 也 就 是 说 信号 持续 无 限 长 时 间 ， 这 样 信号 在 频 域内 的 相应 将 会 是 无 限 短 的 。 

然而 ， 图 7. 2a 所 示 的 有 限 采 样 点 信号 的 DET 并 没有 显示 出 合适 的 频率 分 析 ， 
而 是 导致 了 图 7.2b 中 在 0.2m 和 0.7 关 附近 有 很 宽 的 频谱 范围 。 如 网 7. 2e 所 示 ， 我 
们 用 更 多 的 采样 点 获得 了 改进 的 性 能 ,但 是 在 0.27 和 0.77 这 两 个 主 频 附近 仍然 
含有 和 额外 的 频率 成 分 。 这 意味 着 一 个 信号 所 包含 的 频率 分 量 中 ， 其 单位 脉冲 啊 应 是 
通过 时 域 无 限 多 的 采样 点 得 到 的 ， 这 在 现实 的 情况 下 是 不 可 行 的 。 换 名 话说 ,为 了 
获得 精确 的 频 域 特性 ， 信 号 在 时 域 应 该 是 无 限 长 的 。 因 此 ， 我 们 需要 引入 一 种 在 频 
域内 非 均 匀 分 配 采 样 点 的 新 概念 ， 使 得 采样 点 在 特定 频率 范围 内 密集 分 布 ， 同 时 在 
不 太 重 要 的 频率 范围 减少 采样 点 的 数量 。NDFT 产生 主要 频谱 的 最 优 通 近 。 

上 述 实验 的 MATLAB 程序 代码 如 下 : 

$SProgram test fft.m 

k 20:49; 

wl = 0.2*pi;w2 = 0.7*pi; 

x1 = 1.5*cos(w1*k); x2 = 2*cos(w2*k); 

x = X14+x2; 

SG= fft(x); 

figure 

subplot(2,1,1); 

plot(k,x); grid; axis([0 49 -4 4]); 

xlabel('Time Indexn'); ylabel('Amplitude'); 


title(’Input Sequence(50 pts)'); 
subploti2;1;2); 






































plot(2*k/50,abs(G)); grid; axis([010 50]) 
xlabel (‘\rmomega/\rmpi‘); ylabel('Amplitude'); 
title('Output Sequence’); 


k= 0:99; 

wl = 0.2*pi;w2 = 0.7 * pie 

x1l-1.5*cos(wl*k); x2-—2*cos(w2*k); 

x = x1+x2; 

G= fft (x); 

figure 

subplot (2,1,1); 

plotík;:x); grid; 
xlabel('Time Indexn'); ylabel('Amplitude'); 





AR 
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title('Input Sequence(100 pts)"'); 
subplotí(2,1,2); 
plot(k/50,abs(G)); grid; axis([01 0 100]) 


xlabel (’ \rmomega/\rmpi’); ylabel('Amplitude'); 
title('Output Sequence’); 





为 了 计算 NDFT， 我 们 在 两 个 主 频 的 周围 设 定 非 均 匀 采 样 间 隔 。 这 一 过 程 可 以 
通过 手动 调节 或 图 7.3 所 示 的 在 质心 重 采样 方法 来 实现 、” 。 注 意 , 尺 ' 中 一 组 有 
限 点 xx, ce. x, 的 质心 C 定义 为 
XQ 十 % 十 … +H, 
MÀ 
式 中 ，R" 为 所 有 具有 实数 元 的 n x1 的 和 矩阵。 在 这 个 例子 中 ，NDFT 中 样本 的 顺序 
是 非 线 性 分 配 的 ， 并 且 集 中 在 主 频 附 近 。 这 种 非 线性 重 采 样 可 以 在 DET 域 实现 ， 
步骤 如 下 : 

(1) 使 用 DFT， 进 行 频 域 等 间隔 采样 。 

(2) 以 一 定 的 比例 (大 于 2) 在 采样 区 间 进 行 插 值 ， 并 基于 曲线 拟 合 来 重 塑 
幅度 谱 ， 例 如 三 次 样 条 函数 曲率 “™-。 

(3) 以 质心 的 概念 ， 对 插值 采样 点 进行 重 采 样 ， 获 得 与 等 间 隅 采样 一 样 的 采 
样 点 数 。 

(4) 使 用 非 等 间隔 频率 重 采 样 实现 NDFT。 


输入 信和 号 采 # 过 密 以 质心 来 








C - (7.26) 








非 均匀 信号 








图 7.3 通过 采样 过 密 和 质心 的 概念 进行 非 均 匀 重 采样 


频 域 重 采 样 是 基于 1 ~ 10 的 插值 比 和 质心 实现 的 。 这 是 为 了 得 到 与 原始 采样 相同 的 
采样 点 数 。 图 7.4 给 出 的 结果 显示 了 最 优 的 能 量 分 布 和 重 及 样 得 到 有 限 的 频率 分 量 。 











基于 插值 和 质心 的 重 采样 
k | BS 
EE "i $ 
~no Q 
APPT 
1 "hon oe DM us e at EM KEE N FAB ARIE OIE AX NA EAEE Be ORT EEE EESAN pa r e = 
0.5 
O/T 
NDFT 输 出 序列 
性 以 
ing 





图 7.4 基于 插值 和 质心 的 重 采样 结果 (在 频谱 幅度 较 大 时 进行 更 密集 的 采样 ， 
下 图 给 出 了 使 用 重 采 样 点 时 NDFT 的 输出 ) 
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下 面 的 指令 是 基于 输入 信号 的 FFT 来 实现 使 用 NDFT 检测 两 个 主 频 的 。 其 中 ， 


过 采样 因数 为 10 倍 ， 用 质心 的 概念 进 
向 NDFT 的 MATLAB 的 程序 代码 如 下 . 


SProgram ndft_cent_run.m 


行 重 采 笠 获 得 与 输入 相同 的 50 个 采样 点 ， 前 


clear; k— 0:49; 
wl = 0.2*pi ; w2 = 0.7*pi; 
x1 = 1.5*žcos (wl*k) ; x2 =]2*cos(w2*k) ;: 
x = X]+x2; 
% 
G= fft (x) ; y=abs(G); $ 50 samples 
Sresample_fun(k,G1,0,24,20,20) 
Xx—0:0.1:49; $491 samples 
yy = spline(k,y,xx); yy — abs(yy) ; $491 samples 
% Resampling (downsampling) to nsample 
tsum=sum(yy); inc=0; nsample=100; snum-length(xx); 
avstep = tsum/nsample; 
for i=1:nsample % nsample is # of cent position 
tmp—0; step-—0; 
for j=1+inc:snum 
tmp=tmptyy (Jj); 
step=steptl1; 
if tmp >= avstep 
tmpl=tmp-yy (7); 
if (avstep-tmpl) <= (tmp-avstep) 
cent positioníi)-—j-1 
inc—inc-«step-1; 
break 
else 
cent positioníi)-—Jj; 
inc=inc+step; 
break 
end 
end 
end 
end 
cent_position 


7 
f 


yyl-zeros(1,snum); 
for j—1:nsample-1 
yyl (cent position(í(j))-—yy(cent position(íj)):; 
end 
subplotí3,1,1); 
stem(2*xx/50,vy1);grid; axis([0 10 40]) 
hold on; 
plot (2*xx/50,yy); axis([01 0 40]) 
xlabel (’\rmomega/\rmpi‘); ylabelí('Magnitude'); 


title('Resampling based on interpolation and centroid’ ) 


Zi—2*cent position/snum; 
Zi1—Z1(1:50): 


[1,2] —&mndFtix,pl*zi,"uc'j:; 


subplot (3,1,2); 

DLOE(Zi,abs (H), 'Marker','o'):; grid; axis([0 10 55]) 
xlabel (‘’\rmomega/\rmpi‘); ylabelí('Magnitude'); 
title('NDFT output sequence’); 








fo Te 非 均匀 离散 傅 里 叶 变 换 179 


另外 一 个 例子 是 通过 上 /下 线性 插值 来 检验 NDFT 和 INDFT ( NDFT 的 反 变 
换 )， 证 明了 将 在 7.3 市 中 讨论 的 合理 近似 方法 ， 如 图 7.5 所 示 。 其 MATLAB 的 程 











输入 序列 
"2 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 
时 间 指 数 n 
FFT 输出 序列 
z : 
ing 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
O/T 
NDFT 输出 序列 
jl i 
gE 
EN 
E 
EN 
E 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
: 重建 数据 
2 
以 
B. 
一 2 
—4 
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 


Al7.5 基于 上 /下 插值 和 FFT 反 变 换 的 NDFT 及 INDFT 


Program to test NDFT/INDFT using up/down interpolation 


; $€ clear current figure 
$ Generate the input sequence 
k—0:49: 
wl = 0.2*pi; w2 = 0.7*pi; 
x1 = 1.5*cos(w1*k); x2 = 2*cos(w2*k); 


x= x1+x2: 


Calculating the Discrete Fourier Transform of the 
% sequence to find the frequencies involved in the signal. 
G=fft (x); 
$ Calculating the NDFT around the frequencies of interest. 
zil = [0.16:.005:0.25]; 212 = [0.35:.05:0.55]; 


Zio = [0,66¢.00520</5)7 214 — [0.85:.:05:1]: 





~ 
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zi = [0.05 0.1 zi10.3 Zi2 Zi3 Z14]; 
[H, Z] = ndft (x,pi*Zi,'uc’); 


% Plot the input and output sequences 

subplot (4,1,1); 

stem(k,x, 'Marker','.'); grid; axis([0 50 -4 41); 
xlabel('Time indexn'); ylabelí('Amplitude'); 
title('Input sequence’); 

subplot (4,1,2); 

stem(2*k/50,abs(G), ‘Marker’,’.’);9grid; axis([01055]) 
xlabel(‘\rmomega/\rmpi’); ylabel (‘Magnitude’); 
title('FFT output sequence’); 

subplot (4,1,3); 

stem(Zi,abs(H), 'Marker','.');grid; axis([01055]) 
xlabel (’\rmomega/\rmpi'); ylabel('Magnitude'); 
title (‘’NDFT output sequence’); 

Zane = [0:0.005:1]; Zdec = [070.0527 11]? 

H_int = interpl(Zi, H, Zinc, ‘linear’, 'extrap'); 

ix = ifft(G); 

subplot (4,1,4);stem(Zinc,abs(H_int), ‘Marker’, 
axis([01055]);title(’Up interpolated’); 

H_rec = interpl (Zine, H int, Zdec,’ linear’, 'extrap' 
figure; subplot(411);stem(Zdec,abs(H rec), 'Marker', 
axis([01055]);title('Down interpolated'); 
Fi-—ifftí(H rec, 50); 

subplot (412);stem([1:50],real(Fi)*2, 'Marker','.'); 
axis([050-44]); title('Reconstructed data’); 





7.3 NDFT 的 快速 算 ; 


7.3.1 前 向 NDFT 


NDFT 的 计算 可 以 直接 通过 乘法 和 加 法 运算 来 实现 。 计 算 NDFT 的 每 一 个 复数 
样本 点 ， 我 们 都 需要 IN 次 复数 乘法 和 N — 1 次 复数 加 法 ， 即 AN cae a (AN - 
2) 次 实数 加 法 。 因 此 ， 计 算 N 个 样本 的 计算 复杂 度 大 概 与 Y 成 正比 。 注 意 ， 这 
个 复杂 度 同 直接 计算 DET 是 一 样 的 。 然 而 ， 由 于 DFT fi AA IES dE ER Zt, ue 
FFT 实现 快速 算法 ,但 Cooley 和 Tukey 算法 "加 则 不 能 用 于 NDFT。 

DFT 可 以 定义 为 Z 变换 的 一 个 子 集 ， 因 为 频率 域 的 采样 点 都 落 在 单位 圆 上 。 
现在 我 们 将 采样 点 扩展 到 xz 平面 的 任意 点 。 因 此 ，V 点 NDFT 被 定义 为 Z 变换 的 任 
意 的 N 点 频率 采样 ， 表 示 形 式 如 下 : 

















N-1 
X an (Zm) = bx (7.27) 
n=0 


式 中 ，z 为 感 兴趣 的 复数 点 ， 这 些 点 的 间隔 可 以 是 非 规则 的 。 
X (7.27) 可 以 重新 写 为 矩阵 形式 夺 = [D]x, HP, ELDIRI XM x 为 
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X an zo) x| O | 
A se 1 
i= van (21 ) , x- aL: ] 
X nia) x|[ N -1] 
Eu um nr eie (7.28) 
0 0 0 
[D] = 1 a zi - 
l E Dru = Lt 


注意 ， 和 矩阵 乘法 需要 O(N’) RIB ARIE 
7.3.1.1 ZEN ECETHOR ZI IE 

#244 (Homer) 方法 “是 一 种 递归 的 算法 ， 可 以 减少 内 存 大 小 ， 仪 保持 两 个 
乘法 系数 。 式 (7.27) 可 以 写 为 





N-1 Iy-1 
Xa(z,) = xS = NPL aui" eg OD An (7.29) 
n=0 n=0 
其 中 
N-1 
A, = X x, = MX02 十 xz. Too Xy oZ, + Xy 
n=0 
它 也 可 以 表示 成 一 个 藤 套 的 结构 ， 这 种 结构 可 以 很 容易 用 递归 人 算法 计算 ， 即 
A mus dam. dee). du (7. 30) 


[5]] 当 V=3 时 ，4 2 ((xoz, *x,)z, x,)z, xy 

DIRAE HE vy, = yoz, +x ， 初 始 条 件 是 yy 9x4, 3X (7.30) 可 以 用 递归 
差分 方程 表示 为 =y _,z +x 。 当 这 个 算法 运行 w 次 ， 我 们 则 可 以 获得 最 终结 果 
A, =yv_1。 因 此 ,计算 第 m 个 NDFT 样本 只 需要 两 个 乘法 系数 (z Fz), X 
样 就 减少 了 输入 信号 所 需 的 内 存 (EE) 大 小 。 但 是 这 种 算法 的 复杂 度 需要 AN 次 
的 实数 乘法 和 (4N-2) 次 的 实数 加 法 ， 这 和 下 接 计算 的 方法 复杂 度 相 同 。 

霍 纳 算法 可 以 用 如 下 的 MATLAB 程序 代码 来 实现 : 














function [Xndft, zm] S ndft(x, z, *Horner') $2(m) = Zn 


$ Arbitrary points in the z-plane: Using Horner's method 
N= length (x) 
Lor m= 12 N 

x tmp =x(1): 

Lor n=] 2:1 

x tmp =x tmp * z(m) + x(n); 

end 

A(m) =x_tmp; % A(m) = A, 
end 


= ^41M).*.; Xndft = X; zm = z; % Output 











O JAB IAMS zn 错 印 为 z。 PEATE 


~ 
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subplot (2,1,1); 

stem(angle(zm), abs(X)); title(’Magnitude plot of the NDFT’); 
xlabel (’Frequency \omega’); ylabel('Magnitude'); 
axis([min(angle(Zzm)) max(angle(zm)) 0 max(abs(X))]); 


subplot (2,1,2); 

stem(angle(zm), unwrap(angle(X))); title(’Phase plot of the NDFT’); 
xlabel('Frequency \omega’); ylabel('Phase in radians'); 
axis([min(angle(zm)) max(angle(zm)) min(unwrap(angle(tX))) 

max (unwrap(í(angle(X)))1]); 





7.3.1.2 Goertzel 算法 

序列 x 的 NDFT 是 落 在 z 平 面 上 任意 NN 点 的 2Z 变换 。 为 了 减少 计算 复杂 度 ， 
NDFT 可 以 用 落 在 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 上 的 点 CH z, =e") 估计 。 其 中 ，w, 是 
角 频 率 。Goertzel 算法 “1 用 三 角 序 列 进行 表述 ， 每 一 个 NDFT 样本 仅 需 要 三 个 
AM: cosw,, sin œ, Mei?! Wisi (7.27) 可 以 写 为 


N-1 
X a(z, ) = > xz = = ZN 1) Ys ZN-1-n 
n -0 























eO Dos TM = gH Den 4g (7.31) 
n=0 
其 中 
N-1 
A = x ei 1 -2)o 
m = n 
这 是 由 于 
DUREE 1) l-n 
我 们 可 以 将 A, 进一步 4 分 解 成 余弦 和 正弦 的 成 分 ， 
A, 2C, * jS, (7.32) 
其 中 
N- N-1 
PI ((N-1-n)o, | = È, «sin [ LN -1-7n)o, | 
由 于 每 一 个 成 分 需要 NN 个 系数 ， 我 们 需要 2N 点 的 计算 。 为 了 减少 复杂 上 度 ， 定 
义 部 分 和 为 
CP = > x,cos [(N - 1 -n)o,| i-20,1,-,N-1 (7. 33a) 
n=0 
S? = Wusn[(N-1-n)o,] i=0,1,…,N-1 (7. 33b) 
n=0 


WR i=N-1, WA CNY C, SYP =S,, Hwan (7.33), KM 
察 到 
Ct! =x cos [(N-1)w, ] +x,cos [(N-2)w, | (7. 34) 








7§ Sis TH ASA: 


cos(a +b) =cosacosb — sinasinb (7. 35a) 
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cos(a — b) =cosacosb + sinasinb (7. 35b) 
将 式 (7.352) 和 式 (7.35b) 相 加 得 
cos(a +b) =2cosacosb — cos(a — b) (7. 35c) 


则 可 得 出 式 (7. 34) 中 的 余弦 方程 cos[ (N -1)w, | 可 以 表示 为 

cos |(N-1)q@, | =cos {| (N -2) +1 Ja, | 

=2cos | (N-2)q@,, |cos w, ^ cos | (N -3)o, | 

然后 式 (7.34) 可 以 重新 写 为 

CW = (2x,coso,, +xi)cos[ (N-2)w, | ^ xycos( (N-3)w, | (7. 36a) 
下 一 个 部 分 和 可 以 表示 为 

C’” = (2x,cosw, * x, )cos| (N -2)0, | +(x, -x,)cos| (N-3)w, | (7. 36b) 
类 似 地 ， 有 
C® = (2g,cosw, +x, ^x) cos| (N-3)@, | +(x, -g,)cos[ (N-4)a, | 





(7. 36c) 

一 般 的 表达 式 为 

C? =gcos [(N-i)e, ] +h,cos [(N-i-l)w,| iz1,2,--,N-1 

(7. 36d) 

其 中 

&1 — Xo, h =x; 
gi -2gj ,cos o, * h; ,, h;zx;-g;, i22, ++, N-1 
最 后 的 余弦 项 表示 为 
C, CU =g, ,cosw, * hy , (7.37) 


类 似 地 
sin| (N-1)w, |] 2sin || (N-2) «1]o, | 
-2sin| (N -2)c,, |cos w,, —sin| ( N -3)o, | 
在 式 (7.33b) 中 定义 的 正弦 形式 可 以 重新 写 为 
S'? =gsin[ (N -i) e, | +h,sin[ (N-i-1)o, | i=1,2,.…,N-1 
S,, 可 以 通过 对 e; 递归 求解 来 计算 . 
S, =S} =gy sino, (7.38) 
式 中 ，g; Mh, 已 经 在 式 (7.36b) 中 定义 了 。 这 种 方法 将 复杂 度 降 低 到 O (N), 
总 的 计算 量 是 (2N +4) 次 实数 相 乘 和 (4N -2) 次 实数 相 加 。 如 果 输 入 是 实 信 
+5, PBA ASK MIESZIB SE (C, 和 5,) 也 是 实数 。 因 此 ， 总 的 计算 量 减少 到 
(N42) 次 实数 相 乘 和 (2N -1) 次 实数 相 加 。 
Goertzel 算法 可 以 通过 如 下 的 MATLAB 程序 代码 实现 ( 流 图 如 图 7.6 PR): 
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function [Xndft, z] =ndft(x, omega, 'Goertzel') 


Input: t(n), On $ Output: Xl»), Za 
On the unit circle: Using the Goertzel algorithm 
5 with trigonometric series interpretation. 
N = length (x); j = sqrt (-1); 
form=1:N 
h=x(1);g=0; 
forn=2:N 
h_pre =h; 
h=x(n)-g; 
g = 2*g*cos(omega(m)) +h_pre; 
end 
C = g*cos (omega ({m)) +h; 
S = g*sin(omega(ím)); 
A(m) =C + j*S; $ A(m) = A, 
end 


X = exp(-j* (N-1) *omega) .*A; Xndft = X; % Output 
z = exp(j*omega) ; $ Zm = e*»,z(m) = Zm 


subplot (2,1,1); 

stem(omega, abs(X)); title('Magnitude plot of the NDFT') ; 
xlabel (’Frequency \omega’); ylabel(' Magnitude'); 
axis([min(omega) max(omega) 0 max(abs(X))]); 

subplot(2,1,2); 

stem(omega, unwrapí(angle(X))); title('Phase plot of the NDFT'); 
xlabel('Frequency \omega’); ylabel('Phasein radians’); 

axis ([min (omega) max(omega) min(unwrap(í(angle(X))) 

max (unwrap {angle (X})))]); 


i=0, 897 0, ho=Xo 











BL 





Cm= d — gy. C089 m-- hy. 4 


图 7.6 Goertzel 算法 流 图 (只 显示 了 C, 的 计算 ) 


7.3.2. NDFT 的 逆 变 换 (INDFT) 
通常 情况 下 ，INDFT 没有 简单 的 公式 形式 ， 这 是 因为 我 们 必须 为 非 均 匀 间 隔 的 
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Wil RIPE TE St FEE, ER, AEA NDFT 向 量 X， 通 过 简单 运算 确定 出 信和 号 意 
味 着 * = [D] -:X。 道 矩阵 可 以 通过 高 斯 消 元 21 求解 线性 系统 来 得 到 。 这 种 方法 需 
要 0(N ) 次 运算 。 

INDFT 与 多 项 式 插 值 技术 是 类 似 的 ， 正 如 从 非 均 匀 频 率 网 格 重建 均匀 频率 网 格 
上 的 信号 向 量 。 我 们 处 理 下 面 的 重建 或 恢复 问题 。 设 C 代表 一 组 复数 。 给 定 在 不 
等 间隔 数据 点 疡 (其 中 , j=0, 1, 2, +, N-1) 处 的 值 w esCO=0，1，2，…， 
N -1) ， 目 的 是 重建 一 个 接近 于 原始 样本 x, 的 三 角 多 项 式 x(p,) ， 表 示 如 下 ， 

x(p;) = 2, Xiexp (Jj27p;) = x, (7.39) 

印 [E]X&x 
式 中 ,[E] 代 表 了 健 里 叶 反 变换 的 矩阵 形式 。 

一 个 标准 的 方法 就 是 用 Moore - Penrose fuk ft Ne ， 它 可 以 解决 一 般 的 线性 
最 小 方差 问题 : 











最 小 化 上 |X” ”条 件 为 |x-[E]X|? 最 小 (7.40) 
上 述 算法 是 用 来 最 小 化 残 差 (误差 ) 范 数 | . | 。 当 然 ， 使 用 奇异 值 分 解 计 
算 伪 逆 问 题 是 非常 浪费 的 ， 并 且 完 全 没有 现实 可 行 的 方法 。 
一 个 更 实际 的 方式 是 使 用 加 权 逼 近 问 题 来 降低 相似 误差 *=x -TE]X， 即 
min | x -[E]X || rw. (7.41) 
其 中 


[x -LEIX lim = (Le, |x; - x(p,) |’ ) 
式 中 ，[ 下 ] 代 表 了 对 角 加 权 和 矩阵 。 
7.3.2.1 拉 格 朗 日 插值 方法 
fits BAA ( Lagrange ) 插值 方法 可 用 于 将 给 定 的 NDFT 系数 转化 为 相应 序列 的 
Z 变换 。 如 果 上 述 过 程 可 以 实现 ， 则 序列 ( 反 变 换 ) 可 以 被 看 成 是 Z 变换 的 系 
数 。 用 六 -1 阶 拉 格 明日 多 项 式 ，Z 变换 的 系数 可 以 表示 为 
XG) = Y xl (7.42) 


m -0 




















其 中 
Lom = II. 4, -zz ) m=0,1,--,N-1 
那么 ， 我 们 只 需 挑 出 X(z) 中 的 系数 就 可 以 得 到 原始 序列 x, 的 采样 值 。 对 于 较 
短 的 序列 ， 如 N <50 时 ， 它 能 给 出 比较 理想 的 结果 。 但 是 ， 当 序列 很 长 的 时 候 ， 
它 就 会 产生 无 穷 大 的 插值 误差 。 
在 此 以 序列 长 度 N=3 为 例 进行 说 明 。 为 简化 起 见 ， 假设 频率 点 表示 为 |zLk]| = 
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(a,b,c), NDFT 的 样本 序列 表示 为 1 和 an[ 妇 | = |X[0],X[1],X[2]|， 则 变换 可 
以 表示 为 


Ly(z) ay Lite) Lj) 
AOE erp He (7.43) 


注意 ，L,(z,) 在 给 定 的 在 上 是 常数 。 因 此 我 们 将 式 (7.43) 继续 展开 为 











KZ) = 


^ 

















X(z) 2 (1-bz ) (1 ee!) -(1-az )(1 -u p 
+ (as!) (be BL 
将 此 式 展开 到 二 阶 多 项 式 得 
XC) «(1 - (b e)z! tbe?) EO +O -eta)s! nae) pn 
+O -Catb)s kal) ES 
a(n) KJ NDFT (Inverse NDFT) 可 以 被 看 作 是 插值 多 项 式 X(z) 的 系数 。 因 为 
(a[n]] = tao,ai A(z) = 
则 x[n] 可 以 用 下 面 的 矩阵 形式 表示 : 
X[0] 
L,(a) 
1 1 1 
x[n] =] - C -(c*a -(a X{ 1] 
ix [n] | b +c) (c +a) (a+b) LG (7. 44) 
bc ca ab 
X| 2 | 
L,(c) 


这 个 矩阵 产生 了 三 个 数据 点 。 人 然而 ,由 于 系数 和 数据 点 “所 有 组 合 ”的 性 质 , 上 述 形 
式 将 导致 很 高 的 复杂 度 。 
用 拉 格 朗 日 插值 计算 INDFT 的 MATLAB 程序 代码 如 下 : 


function x= indft (Xndft, z) 





$ Input: Xnari(Zm),Zm $ Output: x(n) 
% INDFT using Lagrange interpolation 
format long g 


N-—length(Xndft); L=zeros(1,N); 
vec old — zeros(1,N); 
ror mels:Ww 

vec new=1; 
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temp vec = [z(1:m-1) z(m+1:N)]; 


$ Computing the fundamental Lagrange polynomial Lm(Zm) 
L(m) —-prod(1-temp vec/zím)); 


$ Computing the fundamental Lagrange polynomial Lm(Z|Zm) 


forn-1: N-1 
vec new = conví(vec new,[1-temp vecín)]); 
end 
vec old = vec old + vec. new * Xndft(m)/Lí(m); 
end 
X — vec old; 
format 








尽管 非 均 匀 样 本 点 的 位 置 可 以 是 任意 的 ,但 是 如 采 两 个 样本 点 距离 很 近 的 话 ， 
那么 矩阵 [4] 的 条 件数 C 将 会 大 幅度 增加 ， 其 中 C 定义 如 下 : 

CC[AD = HEAT I I EA] | (7:45) 

AP, || + || PARARI TRAC, TR [EE TURCA TI DG FAE, TE MATLAB 中 ， 

用 命令 norm ( A,'parameter') 和 cond ( A,'parameter') 检验 结果 。 如 果 人 参数 是 


“1"， 那 么 最 大 绝对 误差 和 | [A] | 可 以 通过 CA] |, = max D |a, | 计算。 如 
果 参 数 是 “2”， 那 么 ([4]7)*[4] (其 中 ，(T4]") GLA] IURE SESE) 最 大 特 
征 值 的 二 次 方 根 可 以 通过 ‖ A] | ,=[([4]")"[4] 的 最 大 特征 值 ] ?计算 ,这 也 党 


让 称 为 矩阵 范 数 。 例 如 ， 已 知 2 x2 正 交 低 阵 [4] = | 


l HERO =2, 


ICA] 1 。=v2。 条 件数 计算 命令 为 
C(A) 2 norm( A,2) * norm( inv( A) ,2) 

HF, “+” Æ MATLAB 中 代表 乘法 。 对 于 所 有 的 矩阵， 和 矩阵 范 数 都 大 于 1。 由 于 
一 个 矩阵 [4] 和 它 的 逆 和 矩阵 是 一 一 对 应 的 关系 。 如 末 条 件数 接近 1， 那么 就 说 [ 4] 
是 良 态 的 矩阵 。 如 采 条 件数 是 无 限 大 的 ， 那 么 这 个 系统 就 是 奇异 的 。 如 果 条 件数 很 
大 的 话 ， 那 么 系统 就 是 非 良 态 的 。 这 里 “很 大 ”是 指 logC 比 和 矩阵 元 的 精度 还 要 大 
(其 中 C 为 条 件数 ) 。 

因此 ， 分 级 采样 的 方案 可 通过 引入 插值 和 下 采样 ， 来 确定 非 均 匀 样 本 点 的 位 置 。 
如 图 7.7 所 示 ， 对 于 重要 的 区 域 可 进行 密集 采样 ， 与 此 同时 其 他 区 域 进行 稀 瑰 采样 。 




















图 7.7 以 2 为 因子 进行 分 级 插值 
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7.4 二 维 NDFT 








与 一 维 NDFT 相 比 ， 二 维 NDFT 可 以 在 时 域 或 频 域 内 实际 的 非 均 匀 采 样 位 置 上 
进行 计算 。 考 虑 设计 者 要 求 的 频率 ， 检 测 某 一 个 精确 频率 的 特性 是 可 能 的 。 假 设 在 
频 域 进行 了 非 均匀 采样 ， 对 于 一 个 大 小 为 W x N, 的 序列 x (n,, n), FEE ND- 
FT «E X Ul TF: 


X( 24,5204) = > 25 nsa te k 20,1,-,, - 1 (7. 46) 


ny =0m =0 


AP, (Gu. zy) 代表 了 (n. n) KEREP NN, 个 不 同 的 点 。 只 要 反 变 换 存 在 ， 这 
些 点 可 以 被 任意 选取 。 

二 维 序列 可 以 被 看 作 是 依次 排列 的 一 维 序列 。 也 就 是 资 ，N x N, 个 数据 可 以 
被 重组 获得 NN, 个 点 。 相 应 的 变换 矩阵 的 大 小 是 WN xNiV 。 在 这 里 ， 我 们 用 一 
个 例子 N, =N, =2 进行 资 明 。 变 换 的 矩阵 形式 如 下 : 





X=|D]x (7.47) 
其 中 
X (219 ,220 ) x(0,0) 
X (21, ,25) x(0,1) 
X= 9 X = 9 
— | X( 249 522 ) = |æ(1,0) 
X (243 ,223 ) x(1,1) 
zi =i zd xd 
4 Zio Zio 420 
E 
11 #21 
[D]= 


" E cs 
Z5) 212 212 Zn 


— — — — 
N 
NY | 
j= 
mÓ 
N 
Ó 
— 
A 


: = c4 
223 Z4 | £13 £5 
7.4.1 二 维 采 样 结构 


7.4.1.1 均匀 的 三 角 结构 

长 期 以 来 ， 图 7. 8a 所 示 的 这 种 规则 结构 在 许多 频率 分 析 和 处 理 中 获得 了 应 用 ， 
传统 的 均匀 DET 擅长 处 理 这 种 结构 下 的 样本 。 相 应 的 变换 从 本 质 上 是 可 分 离 的 。 
7.4.1.2 FER A) Fa aa 

这 种 情况 下 ， 采 样 点 落 在 (z,, z) 区 间 内 和 矩形 网 格 的 节点 上 ， 如 图 7. 8b 所 
IRo z Miz, 坐标 之 间 的 间隔 是 非 均 匀 的 ,但 是 线条 (FER) 互相 平行 。 只 要 是 
不 同 的 行列 ， 行 列 之 间 的 距离 是 任意 选择 的 。 

由 于 所 有 的 点 定义 在 一 条 直线 上 ， 所 以 变换 的 运算 是 可 以 分 离 的 ， 并 且 可 以 表 
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Z2 QI 
Oo o Oo 
o o o 
Oo o Oo 
o o Oo 
Z1 Z1 
a) b) 


图 7.8 二 维 情 况 下 的 频率 采样 结构 
a) 均匀 的 矩形 b) 非 均 匀 的 矩形 结构 e) 平行 线 上 的 非 均 匀 结 构 d) 任意 的 非 均 匀 结 构 


示 成 如 下 更 为 简单 的 矩阵 形式 : 








[X] [Di ][x]L D] (7. 48) 
其 中 
X (25 5229 ) X (25 ,25 ) i A (Zio „Z2 N3 1) 


X ( zy , 259) X (zy ,221) "m X(zy 520,n,-1) 


X Cz y, i229) XCz y,-1 21) 2 X (zy iu, 1522 1) 
x(0,0) x(0,1) es x(0,N, - 1) 

x(1,0) x( 1,1) es x(1,N, - 1) 
[x] = . | , . 


x(N,-1,0) x(N,-1,1) … x(N,-1,N,-1) 


-1 -2 u D 
1 £10 £10 £10 
-1 -2 - (N; -1 
1 Zu Zu dide gu ) 
[Di] = 
-1 -2 sU eT) 
l az N-1 *1,N,-1 1,N-1 
zi -2 = (No <1) 
£0 20 20 
zi -2 M T 
] Z2] Z2] Pi din 
| D, | = : 
EL =) EE 
1 (N5 -1) 


AY N= N= 7 — 9245-1 








wP, [D] AM D ARARA N, x N, AN, xm 的 范 德 蒙 矩 阵 。 这 种 形式 的 
抢 阵 有 时 被 称 为 交替 矩阵 Ca 。 范 德 蒙 矩 阵 的 行列 式 有 一 个 特殊 的 简洁 形式 
det [D] = [T (zi) - 27) 
HFS ARERR TO BEER, FEMME D] RTDUB SUP PERLITE ST deg 
[D] =[D,]@LDy] (7.49) 
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应 用 克 罗 内 克 积 的 一 个 性 质 ， 和 矩阵 [DD] 的 行列 式 可 以 重新 写 为 
det [D] = (det [ D, ])™ (det [ D,])™ 
= M Gu cn DL Gy cu^ 

因此 ,假如 [D] 和 [D,] 是 非 奇 异 的 ， 那么 矩阵 [DD] 是 非 奇 异 的 。 也 就 是 说 ， 如 果 
E IECUR eei Zio Eus Cs z v, - REE AEN TAY, 用 于 计算 矩阵 的 目 由 
度 则 从 二 维 NDFT 情形 下 的 N,N, 下 降 到 N + N,。 通 过 二 维 NDFT 的 反 变 换 来 得 到 
二 维 数据 ， 可 以 分 别 通过 计算 两 个 分 离 的 、 大 小 为 N, 和 的 线性 系统 来 实现 。 这 
一 过 程 需要 O(N, + NS) XS TE, Tie 0(NiN; ) 次 运算 。 
7.4.1.3 平行 线 非 均匀 结构 

如 图 7. 8c 所 示 ， 由 于 各 点 沿 着 行 的 方向 非 均 匀 分 布 ， 这 种 结构 不 一 定 能 够 应 
用 可 分 离 的 操作 。 然 而 ， 这 种 情况 下 ， 二 维 NDFT 矩阵 可 以 表示 为 广义 克 罗 内 克 积 
的 形式 。 


(7. 50) 











[D] -[D,]69L D, | (7. 51) 
式 中 ，[D] 为 一 个 x N, 的 范 德 索 矩阵 ; [D] EN A91 N CN, xN, ) TE 
FES HEME, D], i=0, 1, =, N,-1, RAW 





| Day | 
[D, | 
{LD, J} = . (7. 52) 
Di y a] 
其 中 
I m. E Z "e i 
1 zl 2 Za 
[D |i f - ' 。 i -0,1, IN 
I E ous E AE. 
[Da] Od 
[D | 69d 
[D] = m (7.53) 


[D y, 41 dn -1 
NF, d, 表示 和 矩阵 [D, ] 中 的 第 i 个 行 回 量 。[D] 的 行列 式 则 可 以 写 为 
det [D] = (det [D S ET det CD: (7. 54) 


ERE, WRD JAIL D esate, WD] sesh ator, ERRE P, SERT 
部 分 可 分 离 的 。 





Ke 


cm 


XE 


1 = 


7.4.1.4 任意 采样 结构 

如 图 7. 8d 所 示 , 由 于 频率 域 的 样本 点 是 
在 这 种 情况 下 ， 应 当 采 用 连续 的 一 
大 ， 需 要 更 高 的 复杂 度 。 


—1&3FI3 DAE RAHI 


PB maa t Se BSE Ly KI 
代码 : 








7.4.2 


AE I $3 BC E v E AE 


AAR TR. BUE AY SE RE DA iB Di E n] 27 ES 


2 采样 结构 (UL 7. 8b) 
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随机 的 ， 可 分 离 变换 将 不 能 获得 保证 。 
的 情况 要 





二 维 NDFT 的 MATLAB 程序 


function [Xk] = ndft2 (xn, M, N, fs1, fs2) 
% Computes NonUniform Discrete Fourier Transform 


$ xn = N-point 2D input sequence over 0 <= n <= N-1 (Uniform) 
Xk — 2D NDFT coefficient array (NonUniform) 
fs — nonuniform frequency vector (N-point) 


N, M— Length of NDFT 


Usage: Xk = ndft2d r(xn, N, M, fsl1, fs2) 


ni=0: 1: M-1; 

Wn = exp(-j*2*pi/M); 
nk1 = fs1' *n1; 
DFTmtx1l = Wn .* nk1; 

n2=0: 1: N-1; 

Wm = exp (-j*2*pi/N); 
Nk2 = fs2’ * n2; 

DFTmtx2 -Wm.^nk2; 

Xk = DFTmtx1 * xn * DFTmtx2."' 





$ Index for input data 
$ Twiddle factor 

% Creates an M x Mmatrix 
$ DFT matrix (M x M) 


$ Index for input data 
$ Twiddle factor 
Creates an NX Nmatrix 
DFT matrix (N x N) 


测试 图 像 数据 二 维 NDFT 的 程序 代码 示例 如 下 . 


2D NonUniform DFT simulation 
x = double(imreadí('image64.tif 
figure, imshow(x, []) 


"VG 


t=0: 63; 
fs1=[[0:0.5:15] 
fs2 => Esl: 

Xf = ndft2 (x, 64, 64, £s1, fs2); 
figure, imshow(abs (Xf), []) 


[16232] 133222631) 


Xfc = fftshift (Xf); 


figure, imshow (abs (Xfc), []) 


Xfl = log(1lt+abs(Xfc)); 
figure, imshow(Xfl, []) 


Snonuniform grid plotting 
figure, fs11 — decimate(fs1,4); 
[X,Y] =meshgrid(fs11); Z= zeros(16); 


plot3i(X, YZ; ke 


displayed! 





%64 pts -> 16 pts for showing purpose 


); axis([0 640 64]) %Two-dim. nonuniform grids 
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在 仿真 中 ， 非 均匀 采样 结构 的 选取 是 最 受 天 注 的 。 例 如 ， 我 们 设计 了 一 个 图 
7.9 所 示 的 强调 低频 的 结构 ， 这 一 结构 在 低频 部 分 有 很 密集 的 采样 ， 然 而 在 高 频 部 
TARE BOG. AE NDFT 的 变换 结果 在 图 7. 10 中 给 出 ， 并 将 其 与 均匀 的 DET 进 
行 了 了 对比。 从 图 中 可 以 看 出 ， 代 表 低 频 分 量 的 中 间 区 域 在 图 7. 10e. ( 原 书 此 处 将 图 
7. 10c 错 印 为 图 7. 10b。 一 一 详 者 注 ) 所 示 图 像 中 得 到 了 扩张 ， 这 是 由 于 在 这 部 分 
区 域 有 更 多 的 采样 点 。 




















图 7.9 频率 采样 结构 的 例子 
a) SYS b) dEJJAJAEUE 


a 
O A 
LJ 


d 





a) b) c) 


图 7.10 二 维 NDFT 的 结 
a) 输入 图 像 b) 均匀 采样 oc) 非 均 匀 采 样 


7.5 使 用 NDFT 设计 滤波 器 


7.5.1 低 通 滤波 器 的 设计 


回想 一 下 线性 相位 (Linear - phase) JI38 JE 2X (Low -pass Filter, LPF) 的 
设计 ， IE UE UG as THA N Dy FAT AB 8 Dx s HJ ok vp US] Jw ze SET PI 
的 ， 有 
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h|n| -h| N-1 -n | n -0,1,:-:,N-1 (7. 55) 
即 
h|0|] =h|N-1],hl 1] =hLN-2],-- 
滤波 需 的 频率 啊 应 用 时 域 DET 的 表示 形式 如 下 : 
H(e”) = > bln Jem (7.56) 
由 于 滤波 硕 是 对 称 的 ， 所 以 上 式 可 以 扩展 为 
(N-I 
oy _ .(N-1)\.-w%) NS LÍN-1 O o a a 
| 
(N-1) 
_[,/N-1 ~ (N-I 1. ion E 
= 区 }+2 (2S - a) 5c +e |e zr 
因此 
UD 
H(e”) = È r| k | (cos (wk) eT = R(w)ei T (7.57) 
式 中 ， 幅 度 函 数 R(w) 为 w 的 实 、 偶 、 周 期 性 函数 ， 表 未 为 
(N=) 
R(w) = 之 r| k|cos (wk) (7.58) 
其 中 
[0] = 人 [了 
yai Nel (7.59) 
r| k|] =2h| —,— -k] k=1,2,, = 


ME, RRMA (passband) 边界 w,、 阻 市 (stopband) 边界 wo.， 以 及 通 
带 和 阻 带 的 峰值 波动 6, 和 6.， 来 定义 希望 得 到 的 频率 响应 。 

切 比 雪夫 (chebyshev) 滤波 器 99 在 通 带 (类 型 1 ) 或 阻 带 (类型) 存 
在 等 波纹 现象 ， 有 一 定 可 以 接受 的 容忍 度 ， 如 图 7.11 所 示 。 此 外 ， 在 通融 和 阻 囊 
之 间 特 别 设 计 了 过 湾 珊 ， 从 而 使 滤波 融 的 幅度 啊 应 能 够 平 请 地 下 降 。 切 比 雪 夫 滤 波 
器 可 以 由 如 下 MATLAB 程序 代码 实现 . 


$ Chebyshev type I and II filters 
% Order of the filters 

N=5; 

% Passband edge frequency 








Wo = 0.5; 
% Ripple in the pass-band (dB) 


RipplePass = 1; 
% Ripple in the stop-band (dB) 
RippleStop = 20; 
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w-—0:pi/255:p1; 


[numer, denom] = cheby1(N, RipplePass, Wp); 
chebyshev1 = abs (freqz (numer, denom, w)); 


[numer, denom] — cheby2(N, RippleStop, Wp); 
chebyshev2 = abs (freqz (numer, denom, w)); 


subplotí(2,1,1l); 

plot (w, chebyshev1); axis([03.14 -0.05 1.05]); 
title('Chebyshev type I filter') 

subplot (2,1,2); 

plot (w, chebyshev2); axis([0 3.14-0.05 1.05]); 
title(’Chebyshev type II filter’) 





类 型 工 的 切 比 雪夫 滤波 器 
1 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
0 
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 m 
角 频 率 
类 型 工 的 切 比 雪夫 滤波 器 
1 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
0 
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 m 
角 频 率 


图 7.11 类 型 [ 和 类 型 下 的 第 五 阶 切 比 雪夫 滤波 希 (幅度 响应 ) 


7.5.1.1 产生 期 望 的 频率 响应 
实数 取 值 的 幅度 响应 RCo) 可 以 分 解 为 通 带 R,(w) AIBA R (o) 两 部 分 : 


R(w) = R (w), 0<wSo, (m 
p R (w), w SC) T 
式 中 , R (o) RI R (9) E COS 
R,(@) z1-9,T,(X,(o)) (7. 61) 
R.(o) = -S,T,(X,(o)) (7. 62) 


APF, Ty (+ ) 代 表 M 阶 切 比 雪 夫 多 项 式 ， 即 
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cos (Mcos !(x)), -1zxxl 
Ty («) = E 
cosh (M cosh !|(x)), |x| »1 
切 比 雪夫 多 项 式 在 频率 范围 内 产生 小 于 或 等 于 + 上 1 的 等 波纹 ,在 频率 范围 外 是 
单调 的 。 这 里 ,需要 使 用 函数 和 (wo) 和 成 (w) ， 分 别 将 切 比 雪夫 多 项 式 奈 (ww) 和 蕊 
(w) BREN SIGE rr AY DTA lO <<a, FIRE co, eo mS iX RET n] LAB SERI Pd 
a. X, (o0) A X, (o) KEM: 
X (w) =Acos(aw +b) +B 
X. (w) =Ccos(cw +d) +D 
xx Ht defi] AY PAE IS se S] R (o) 4I R (Co) 的 进行 合理 的 限制 ,来 获得 所 需 
的 8 个 参数 a, b, c, d, A, B, C,，D。 具 体 步骤 如 下 . 


(7. 63) 











(7. 64) 





1. AX b 
HFI (7.60) 中 的 响应 RCo) XT w =0 是 偶 对 称 的 ， 则 


R,(o) =R,( -o) MX (9) 2 X,( 0) (7. 65 ) 
将 (7.64) RPX, (o) RAR (7.65) fü 
cos(aw +b) =cos( — (aw —b) ) =cos( aw — b) 


K, b ASF m, HI 





pan (7.66) 
2. 参数 d 
为 了 推导 其 他 参数 ， 我 们 假设 R(w) 关 于 w= 对称， 则 

R.(e * v) - R,.( ^o * T) BI X,.(co - 0) 2 X,( -w+n) (7.67) 


将 式 (7.67) PAY X. (o) HX. (7.64) "PRICE, 3 
cos( cw + (cm d) ) =cos( co * (em +d) ) 
BE, (em d) PEERS T m, W 
d 2m(1-c) (7. 68) 





3. 参数 a 
在 通 带 结束 处 ， 即 w =w, 时 ， 式 (7.61) 中 的 频率 响应 及,(w) 应 该 等 于 1 -8 
才能 满足 暂 态 啊 应 ， 即 
R,(@,) =1 一 (7. 69) 
再 根据 式 (7.61), 得 
T,(X,(w,))=1 (7.70) 
由 式 (7.63) FP Ty (+) 的 定义 ， 可 以 得 出 式 (w,) =1。 将 此 市 人 式 (7.64)， 
可 得 
X (w) =Acos (ao, +b) +B=1 (7.71) 
XB, Beeb 由 式 (7.66) fih. DAFA RAEE, A 


a= deo (EIU (7.72) 
w, A 
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4. 参数 ec 
在 阻 带 的 起 始点 w=w. Mb, 式 (7.61) 中 的 频率 响应 R Co) MYERS Y 8. 才能 
满足 暂 态 响应 ， 即 














R.(@,) =ò, (7.73) 
这 意味 看 在 式 (7.62) PMA (7.63) 中 有 
T(X(w.))=1 和 X (w.)=1 (7.74) 
使 用 式 (7.64) 中 外 ,(w) 的 形式 ， 可 以 得 
X.(@,) =Ccos (co, +d) +D=1 (7.75) 
HP, 2X d 由 式 (7.68) arte. MHZ ew PE Iie, Ml 
eat con"! (P=) (7. 76) 
5. AC B 
对 于 NN 为 奇数 的 切 比 雪夫 滤波 带 ，R,(w) 极 值 发 生 在 w=0 处 。 此 时 有 
R (0) =1 +ô, pum 
MAX (7.61) 得 
T,(X,(0)) = -1 (7. 78) 


从 式 (7.63) AYRE SCH AL: 
cos( Mcos~'(X,(0) ) ) E we 
cos  (X,(0)) =m, WR M=1 
X (0)2-1 
将 式 (7.64) PHY X, (o) UA EX, 并且 使 用 式 (7.66). 中 心 值 〈( 原 书 此 处 
将 式 (7.66) 错 印 为 式 〈7. 68 ) 。 一 一 译 者 注 ) ， 得 
B=A-1 (7.79) 
( 原 书 此 处 公式 错 印 为 也 = C -1。 一 一 译 者 注 ) 


6. FAD 
对 于 ON 为 奇数 的 切 比 雪夫 滤波 胡 ，R.(w) 极 值 发 生 在 w="7 处 ， 即 


R.(m) = - 6, (7. 80) 
( 原 书 此 处 公式 将 R, Car) RNR (at), ——FE& E) 
从 式 (7.62) 可 知 
7T.(X(T))= -1 (7. 81 ) 
从 式 (7.63) 的 定义 可 知 
X(T)= -1 
将 X(w) 以 式 (7.64) 中 的 形式 代替 ， 并 且 用 式 (7.68) "P d f. ( 原 书 此 人 处 将 式 
(7.66) 错 印 为 式 (7.68)。 一 一 译 者 注 ) ， 则 可 求 出 
D=C-1 (7. 82) 
( 原 书 此 处 公式 错 印 为 有 =A -1。 一 一 译 者 广 ) 
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7. 参数 A 
通融 啊 应 的 最 小 值 定义 为 
min(R,(c)) = - 9, (7. 83) 
BI R,(w) 必 须 大 于 阻 市 波纹 的 负 值 。 我 们 将 这 个 条 件 限制 用 于 式 〈7. 61) ， 得 
T,(X,(w))—max, cos (Mcos ' (x) ) 一 max， cos (X, (o) ) min, 


X, (w) =Acos (aw +b) + B—max, cos (aw +b) =1, X (o) =A+B 
我 们 将 这 个 结果 同样 用 于 式 (7.82) 得 
1 -8,T,(24 -1) = -6, 








1 (1+ô, (7.84) 
asyle (+ 
AP, T (ORA M OES RR, 
8. 参数 C 
阻 市 啊 应 的 最 大 值 可 以 被 定义 为 
max(R,(@)) =1+6, (7. 85) 


也 就 是 说 ，R (o) 必须 比 通 市 的 最 高 波纹 要 小 。 我 们 将 这 个 条 件 限制 应 用 于 式 
(7.62), 得 
.TS(C+D)=1 +ô, 


c= 5 [7 [e] le 


7.5.1.2. 非 均 匀 频 率 样本 的 位 置 

这 里 讨论 的 滤波 器 在 时 域 包含 V 个 滤波 器 系数 。 一 种 设计 滤波 器 的 方式 是 设 
计 频 域 的 频率 响应 ,然后 采用 NN 点 的 反 变 换 。 首 先 ,对 期 望 得 到 的 频率 响应 在 z 平 面 
单位 圆 上 进行 N 点 非 均 匀 采 样 “ 。 然 后 ,通过 对 这 些 频 率 采 样 点 进行 INDFT 即 可 
得 到 滤波 器 的 系数 。 非 均匀 样本 的 最 优 位 置 选 择 为 通 带 和 阻 带 的 极 值 。 

由 于 滤波 器 的 脉冲 响应 是 对 称 的 ,独立 滤波 器 的 个 数 N, 接近 总 系数 个 数 NN 的 
—3E.sEX HT: 








N+1 
2 


我 们 必须 将 N, RREI RUE ELE O<0 m 的 范围 内 。 这 些 采样 带 
ae FE a tis EL P 和 阻 市 的 极 值 S Ah, ARS RL P Hb, R, Co) 的 幅度 啊 应 为 
ae eae (7.88) 





N, = (7. 87) 








或 者 
T,(X,(o)) = xl 
并 有 
X (o) = cos | k=1,2,---,N, (7. 89) 
将 式 (7.89) 代入 式 (7.64) 得 到 通 带 内 最 优 落脚 点 o 为 
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fo et) 
LE COP 四 k -1,2,-,N, (7.90) 


A 
类 似 地 ， 可 以 得 出 阻 带 内 最 优 落脚 点 wx” 为 


1 cos) =D 
7)» S S ZI kal, 2 JV. (7.91) 


C 
WMI, i AY) P Pc RE VIE S 个 位 置 可 以 用 式 (7.90) 和 式 (7.91) 中 
的 参数 来 定义 。 极 值 的 个 数 P+5 等 于 0 大 wo 大 区 范围 内 所 有 间隔 的 个 数 。 它 也 等 于 
AKE N 去 挥 中 心 系数 之 后 的 一 半 ， 即 

N -1 


L-Pe8-0.7 (7.92) 


PC, ddl Zi ET e A ER, nI DCA IE MUS w,， 也 可 
DATE EHE GE Tt LP co, o 


7.5.2 非 均 匀 低 通 滤波 器 的 例子 


我 们 用 上 面 的 参数 设计 一 个 切 比 雪夫 I 型 低 通 滤波 器 。 这 里 需要 计算 出 波纹 带 
内 的 极 值 ， 这 些 极 值 将 会 用 于 获得 频 域 非 均匀 采样 的 滤波 带 的 脉冲 啊 应 。 这 个 滤波 
Ji ABBE Ly 








y HI pe y N Ô 
EWIK N =37 KAE -15 
X" LEES w, = 0. Ar 阻 市 起 始 频率 w, =0. 5a 


通 带 和 阻 带 滤波 天 多 项 式 的 阶 数 已 经 由 通 带 和 阻 带 的 阶 数 忆 和 $ 及 总 的 间隔 
给 出 。 在 这 个 例子 中 ， 我 们 得 到 工 =18，P=8，S$=10。 首 先 ，8 个 参数 可 以 通过 
步骤 1 ~8 得 到 。 其 次 ,计算 通 带 函数 XX (wo) ( 见 图 7.12a) AIBA PRO X, (0) 。 
切 比 雪夫 滤波 带 的 通 带 响应 如 图 7. 12b 所 示 ， 其 中 包含 4 个 极 大 值 和 5 个 极 小 值 ， 
Jt (P+1) 个 极 值 。 如 何 进 行 阻 带 啊 应 的 设计 、 极 值 的 计算 和 通过 反 变 换 得 到 时 
域 脉冲 响应 ， 这 些 问题 留 给 读者 思考 。 上 述 例子 的 MATLAB 的 程序 代码 如 下 : 


1.5 











0 olr 0.27 0.3% 0.47 OST 0.67 0.7% 0.87 0.97 T 
角 频 率 
| 8) 


[7.12 iB PR 
a) LI AYU) OR AI RC HJ BE rr D] Jy 
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通 带 截止 频率 一 


滤波 器 响应 





0 olr 0.27 0.37 0.47 OST 0.6T 0.7% 0.87 0.97 T 
角 频 率 
b) 


图 7.12 iB rA (E) 
b) (P41) 个 极 值 将 用 于 设计 非 均 匀 采 样 的 滤波 需 


$ Chebyshev filter design using nonuniform samples 
N—37; $Filter length 
wp —0.4*pi; % Passband edge 
ws —0.5*pi; $ Stopband edge 
k=15; % Ripple ratio delta p/delta s 


Nextrema = (N-1)/2; $ Number of extrema = P+S 
P= (wp/ (wp+ (pi-ws)))*Nextrema; $ Passband alternations 
S = ((pi-ws)/(wp-(pi-ws)))*Nextrema; $ Stopband alternations 


delta p = sqrt (k) *10*(-0.1162* (ws-wp) * (N-1) -0.65); 
delta, s — delta p/k; 


% Row = Acos (aw-b) +B 

b=pi; 

$A-—0.5(aTp(rip)-1) where rip = (l-delta s)/delta p 
rip = (l4delta s)/delta p; 

temp = cos(acos(rip)/P); $ Tp(x) = cos(P acos(x)) 

A= (tempt+1)/2; 

B=A-1; 

a=acos((B-1}/A)/wp; 


w= [0:0.01:pi]; 

Xpw = A*cos (a*w+b)+B; 

Row = 1 - delta p * cos(P*acos(Xpw)); 

subplot(2,1,1); plot(w, Xpw, 'LineWidth’, 1.4); axis([0 pi -1 1.5]); 
xlabel ({’Radian Frequency';'(a)')); ylabel('Amplitude'); 

text (2, 0.85, 'Xp(w)'); 
set(gca,’XLim’, [0 pi], ‘XTick’, [0:pi/10:pi]); 

set (gca, ATi ckbabsel’ ,{*0"," 0.10" , 70.20" - 70.30" »' 0.4p" ;" 0. 5p" 70.60"; 70. TD*, 
*0,8p',*0,9p','p','FontNamne*,'Svmbol*); 

subplot(2,1,2); plot(w, Row, 'LineWidth', 1.4); axis([0 pi -0.2 1.21); 
xlabel ({’Radian Frequency';'(b)')); ylabel('Filter Response’); 

text (2, 0.85, 'Bp(w)'); 
set(gca,'XLim',[0pi],'XTick',[0:pi/10:pi]); 
setí(gca,'XTickLabel',[1*'0*,'0.1p','0,2p',*0.3p','0.,4p',"0.5p',*0,6p',"0.7Dp', 
'0.8p','0.9p','p'l,'FontName','Symbol'); 

pass = wp/pi*length(w); 

Reduced = Rpw(1:pass); 

[wmax,imax,wmin,imin] = extrema (Reduced); 

text (w(imax), Rpw(imax), '*', 'FontSize', 20); 
text(w(imin), Rpw(imin), '*', 'FontSize', 20); 

text(0.5, 0.2, 'Passband edge \rightarrow’ ); 


function [wmax, imax, wmin, imin] = extrema (x) 

% EXTREMA Gets the extrema points fromfilter response 

% [XMAX, IMAX, XMIN, IMIN] = EXTREMA(W) returns maxima, index, minima, 
% index 

% XMAX - maxima points 
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IMAX - indice of the XMAX 
XMIN - minima points 
IMIN - indice of the XMIN 


wmax = []; imax = [1; wmin = [1]; imin- []; 


Q 


% Vector input? 
Nt = numel (x); 
if Nt ~= length (x) 
error (' Entry must be a vector.') 
end 


% Not-a-Number? 
inan = find (isnan (x}); 
indx = 1:Nt; 
if ~isempty (inan) 
indx(inan) = []; 
x(inan) = []; 
Nt = length {x}; 
end 


% Difference between subsequent elements 
dx = diff (x}; 


% Flat peaks? Put the middle element: 

a = find (dx~=0) ; % Indice where x changes 

lm = find (di ff (a)~=1) + 1; $ Indice where a do not changes 
d=a(lm) -a(lm-1); $ Number of elements in the flat peak 
a(lm) =a(lm) -floor(d/2); % Save middle elements 
a(end+1) = Nt; 


% Peaks? 

xa-xí(a); $ 

b= (diff (xa) > 0); %1 => positive slopes (minima begin) 
% 0 => negative slopes (maxima begin) 

xb = diff (b); % -1 => maxima indice (but one) 

% +1 => minima indice (but one) 

imax = find {xb == -1) + 1; $ maxima indice 

imin = fnd (xb == +1) +1; $ minima indice 

imax = a(imax); 

imin=a(imin); 


nmaxi — length(imax) ; 
nmini = length(imin) ; 


$ Maximum or minumim on a flat peak at the ends? 
if (nmaxi==0) && (nmini==0) 
ifx(1) > x (Ne) 
wmax = x(1); 
imax-indxil): 
wmin — x(Nt); 
imin — indx(Nt); 
elseif x(1) « x(Nt) 
wmax = x (Nt); 
imax = indx(Nt); 
wmin=x(1); 
imin = indx(1); 
end 
return 
end 


% Maximum or minumim at the ends? 
if (nmaxi—-0) 
imax(1:2) = [1 Nt]; 
elseif (nmini--0) 
i1mntl:2) = [1 Nt]; 
else 
if imax(1) < imin(1} 
imin(2:nmini+l) = imin; 
imin(1}) = 1; 





AR 
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else 
imax(2:nmaxi-1) = imax; 


imax(1) = 1; 
end 
if imax (end) > imin (end) 
imin(end+1} = Nt; 
else 


imax(end-«1) = Nt; 


end 
wmax = x(imax); 
wmin — x(imin); 


% Not-a-Number? 

if —isempty (inan) 
imax = indx(imax); 
imin = indx(imin); 

end 





7.6 小 结 








本 草 定 义 并 讨论 了 非 均 义 DFT (NDFT)， 包 括 其 性 质 。 现 在 我 们 已 经 强调 了 
DFT/FFT 的 各 个 方面 ， 在 本 书 最 后 一 半 (HIA 8 革 )， 我 们 将 把 重点 放 在 各 类 应 
用 上 。 








7.7 JSA 


7.1 NDFT 的 一 个 好 处 就 是 可 以 对 信号 的 频率 进行 准确 检测 ， 然 而 一 般 来 说 ， 
相应 的 变换 不 是 正 交 的 ， 必 须 认 其 考虑 反 变 换 的 问题 。 和 矩形 结构 可 以 帮助 解决 这 个 
问题 ， 但 是 采样 间隔 必须 足够 大 ， 从 而 得 到 相应 的 逆 和 矩阵 。 已 知 一 个 包含 256 个 样 
本 点 的 声音 数据 输入 ， 并 日 采样 速率 为 8kbit/s。 推 导 非 均匀 反 变 换 的 最 小 采样 
RI BA o 

7.2. 设计 一 个 MATLAB 程序 ， 对 于 “Windows XP Shutdown. wav” 数据 进行 一 
HE NDFT， 并 将 其 与 均匀 DFT 进行 对 比 。 画 出 原始 信号 和 变换 后 的 结果 。 人 参考 程序 
代码 如 下 : 

% One-dimensional NDFT test 
xelse256; 
fid = fopen('Sound.wav','rb'); 


data = fread(fid, 256)’; 
subplot (311); plot(x, data) 














fsd=0 : 255; 
Xfdedftid(data, 256); 
subplot(312); plot(x, abs (Xfd}) 


fs = (0 2-255) /255; 

fel = [[0:0.5:40] [41212174] [175:2:255] 1: 
xf =ndftlid(data, 256, £s1); 

subplot (313); plot(x, abs (X£)} 
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7.3 分 析 并 比较 下 列 NDFT 的 快速 算法 : E ae BETTIE 和 Goertzel 算 
ae 

7.4 uk EERE SE PTA EY, ZT E eA BJ] H dd EE OO! RT 
牛顿 迭代 算法 。 

7.5 —j— MATLAB 程序 ， 实 现 采 样 结构 为 沿 着 列 方向 平行 线 上 非 均匀 网 格 
的 二 维 NDFT。 

7.6 在 考虑 到 人 类 感 兴趣 区 域 的 前 提 下 ， 如 边缘 信息 在 空域 及 其 对 应 的 频 域 
分 量 ， 推 导 二 维 图 像 数 据 的 非 均 匀 采 样 结构 。 

7.7. 基于 非 均 匀 频 率 采 样 ， 设 计 一 个 高 通 滤 波 硕 。 

7.8 使 用 二 维 NDFT 设计 一 个 图 像 压 缩 算法 ， 强 调 重 要 区 域 或 分 量 ， 去 掉 不 
重要 的 分 量 。 

7.9 (a) ASK (7.33a) 推导 到 式 (7.37); (b) MX (7.33b) 推导 到 陈 
(7.38), 
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本 草 主 要 介绍 FFT/IFFT 在 多 种 不 同 领域 内 的 应 用 。 考 感到 应 用 的 广泛 性 ， 主 
要 以 概念 的 形式 进行 相应 的 描述 ， 具 体 的 内 容 请 谈 者 参看 参考 文献 ， 以 进一步 了 解 
相关 理论 背景 、 示 例 、 局 限 性 等 问题 。 总 体 来 说 ， 本 和 曹 的 目标 是 让 读者 感受 到 ， 
DFT 在 一 般 信 号 /图 像 处 理 领 域 的 应 用 是 无 止境 的 。 





8.1 频 域 下 采样 








假设 一 个 信号 带宽 已 知 ， 信 号 的 采样 频率 至 少 应 为 信号 最 高 频率 的 2 倍 。 奈 硅 
斯 特 (Nyquist) 采样 率 需 为 带宽 的 2 倍 。 当 带 限 信号 的 采样 速率 低 于 奈 硅 斯 特 采 
样 率 时 就 会 发 生 信号 混 秋 。 

以 低 于 奈 奎 斯 特 速 率 的 采样 率 对 连续 信号 进行 采样 ， 将 会 在 基 波 频谱 上 高 于 或 
低 于 采样 率 一 半 的 地 方 产生 能 量 混 得 。 

对 于 样本 点 进行 下 采样 也 是 如 此 。 因 此 ， 当 使 用 二 中 取 一 的 采样 速率 进行 下 采 
样 时 会 发 生 混 到 ， 而 这 样 的 混 秋 可 以 通过 预先 对 信号 进行 低 通 滤波 (下 采样 滤波 ) 
加 以 避免 。 通 过 低 通 滤波 ， 只 保留 小 于 带宽 一 半 的 信号 ( 见 图 8. 1) 。 为 了 实现 精 
确 下 采样 ， 应 当 保留 这 一 过 程 (nte 。 

考虑 下 采样 因子 为 2 的 情况 。 一 个 N 点 序列 〈 假 设 =2!, 为 整数 ) 可 以 分 
解 为 两 个 N/2 点 的 序列 〈 一 个 由 偶数 样本 点 *(2n) 组 成 ， 另 一 个 由 奇数 样本 点 
x(2n +1) 组 成 ) ( 见 图 8.2) 。 根 据 本 书 第 2 章 式 (2 la): 


N-1 
X'(k) = M x(n)WY kz20,1,-,N-1 
n=0 





























有 


N 
5-1 


X'(k) - > [C2n) We + x(2n + 1) Wo | 


n=0 


= $ [en 24) 大 | (ON 
stb, Wow, 将 2 个 半 DET 抉 对 应 位 置 系数 相 加 ， 可 得 到 数据 域内 的 下 采样 


X Ch) + x'(s f x) 


ail 


2 
= > | (x(2n) WE t x(2n 十 1) WX Wy) 十 (x(2n) Wy? + x(2n " Wi we) | 
n=0 
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N 
3-1 


= Y [x(2n) WE + 2(2n +1) WEW + x(2n) WH - x(2n + LEW, | 
2 2 i ? 


© 


S 





Ti 
2 
= 2 9 x(2n) WY 
n -0 2 
N 
^ x 所 DFT| x(2n) | (8.2) 
N 
式 中 ， k -0, t; Ut, sols WY = WE? =1; Wr = x 
2 
下 采样 
抽取 信号 
每 隔 一 个 样 
本 删除 一 个 
图 8.1 下 采样 侣 一 一 数据 /时 间 域 下 采样 


X*(k) x(n) x(In) XHEk) x (In) 
> NA DR 
IDFT ®© > 预 处 理 IDFT 


+ p (9X +k) HXEID+A], k-0, 1, D-1 


a) b) 


图 8.2 时间 域 下 采样 和 DFT 域 下 采样 
(参考 文献 [F11] © 1999 IEEE) 
a) 时 间 域 下 采样 (“J7 ”表示 以 7 为 因子 进行 下 采样 ) b) DFT 域 下 采样 





因此 ， 当 7 为 整数 是 N=7TxD 时 ,对 NN 点 IDFT 以 7 为 因子 进行 下 采样 ， 相 当 
于 了 个 包含 DD 个 系数 的 DFT 块 与 一 个 D 点 IDFT 相 加 。 


N-1 
x(n) = X X X G) ws n 20,1,:,N-1 
k=0 


x(nl) = 


I-1 
= D &IDFT| Y X' (ID + k) | nde oed 4535 
120 


[5018.1] $ N28, D=4, 1=2， 给 定 一 个 随机 向 量 x 为 (1, 2, 3, 4, 5, 
6,7, 8) ( 见 图 8.3)， 则 向 量 % 的 DFT 为 
X =X,+jX, 





其 中 
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X, = (36, -4, -4, -4, -4, - 4, -4, - 4)! 


X, = (0,9. 657 ,4,1. 657,0, 21.657, -4, -9. 657)" 
X(@) 





ADIEHERURIBURCR EEA HE 


N 点 DFT 系数 


X) X(1) XO) X3) X4) X'G) X'Q) x (1) ABE x m) AK 


toe oc t e t ovd 


1 
xou) 7 EXC) OT IDFT 为 实 
XQ)4X*G) ReCXO)) 


U (V/2 点 IDFT)x7 
|l-o——o——o——o-] 
图 8.3 ”以 2:1 为 采样 因子 在 DET 域 进 行 下 采样 CEDE AR N 点 IDET, EEMS) 


DFT [5] 3k X^ 被 分 成 两 个 块 、 四 个 样本 ,将 两 个 相应 块 内 的 两 个 样本 进行 相 
加 ， 即 


X; =S[A](X, € 3X) =(16, 74, -4, -4)" +j(0,4,0, -4)" 
其 中 
1 0 0 0 1 00 0 
0 1000 1 0 0 
[A] = (8.4) 
0 0 1 0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 0 0 1 


因此 ， 以 2 为 因子 下 采样 后 的 数据 为 
x, =D Ñ IDFT(X,) 2(1,3,5,7) 
然而 ， 这 实际 上 并 不 是 二 分 抽取 法 。 我 们 需要 对 输入 x(n) 进行 下 采样 滤波 ， 
输入 的 所 有 样本 均 发 生变 化 。 我 们 每 隔 一 个 样本 保留 一 个 ， 或 者 每 隔 一 个 样本 删除 
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o 因此 应 在 式 (8.1) ~ (8.4) 中 描述 的 算法 之 前 增加 一 个 下 采样 滤波 需 ， 如 
pes ( 见 参 考 文献 [D37] 第 220 页 ) 。 
8.1.1 频 域 上 采样 (SHA) 


类 似 地 ， 在 数据 域 以 1 为 因子 的 上 采样 (A) 也 可 以 通过 在 频 域 填充 DFT 
块 (1-1) 次 ( 见 图 8.4) 75, 


对 于 以 2 为 因子 的 上 采样 ， 令 XT CR) a(n) HE DET, n=0, 1, =, 2-1, 
因此 有 
rf LIN yr -0 ds A 
x (ket = (k) k=0,1, ,7 1 (8.5) 
则 
N F N 
x, (2m) =x(n) =a i IDFT| X (k) | k,m,nz0,1,,, -1 (8. 6a) 
s Qm 1) =a[n +3] =0 m,n -0,1,- ,他 -1 (8. 6b) 


XF(K) m x (n) Xu(m) LN Xu(m) 
点 NF 


XT NID)-X (*2NIT- --- 
=VF(k+N-N/D=X KK) 
k-0, 1,7, N/I-1 
a) b) 


图 8.4 数据 域 和 DFT 域 上 采样 
a) 数据 域 上 采样 ( * 7 ”表示 以 7 为 因子 进行 上 采样 ) b) DFT 域 上 采样 


【 例 8.2】 设 一 个 随机 向 量 x 为 (1,2,， 3, 4)’ 且 7=2， 则 刀 =4、N=8。x 的 
DFT 为 
样本 点 之 间 插入 堆 


mn N 
x(n) — me 插值 信号 


上 采样 
图 8.5 内 插 大 一 一 数据 /时 间 域 内 插 
XP =X, «j X, 


) 
pi 


X, - (10, -2, -2, -2)" 
X, 2 (0,2,0, -2)" 
将 DFT HEX 以 重复 自身 的 方式 进行 扩展 ， 直 至 扩展 后 长 度 为 V = 九 x7， 则 
扩展 后 的 DET 序列 为 
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X, -[A] (X, *jXj) 
210.92. =2, 2.10.9. —2, 2) 4100,20, —2.0,2.0, 2)" 
AF, [A] HEX (8.4) 定义 。 因 此 ， 以 2 为 因子 的 上 采样 数据 为 
x, =N 点 IDIFT(X, ) 2(1,0,2,0,3,0,4,0)" 
以 1:2 内 插 为 例 ， 在 输入 序列 x(z) 的 样本 点 之 间 插 入 零 ， 如 例 8.2 ras, FF 
对 所 有 采样 点 应 用 插值 滤波 大 ( 见 图 8.5)， 则 x(n) 中 的 样本 保持 不 变 ， 仪 采样 点 
间 的 零 值 发 生 了 变化 〈 见 参考 文献 [D37] 第 220 页 ) 。 





8.2 分形 图 像 压 缩 5 :56 


XT AHÉ IER PRL A BE (Iterated Function System, IFS) 图 像 编 码 PP 
可 以 通过 对 快速 循环 卷 积 使 用 FFT 来 加 快速 度 。 

编码 的 图 像 被 分 成 一 系列 图 像 块 ， 在 分 形 编码 术语 中 称 为 值 域 (range) 块 。 对 
每 一 个 值 域 块 ， 寻 找 图 像 中 男 一 个 定义 域 (domain) 块 ， 使 其 经 过 缩放 与 某 种 可 以 
调整 亮度 的 仿 射 变换 后 能 很 好 地 匹配 该 值 域 块 。 这 些 表 示 每 一 个 但 域 块 与 对 应 定义 域 
块 及 亮度 仿 射 变换 的 一 系列 参数 连同 划分 方式 ， 一 起 称 为 分 形 码 (fractal code) 。 

上 述 编码 步骤 的 主要 目的 在 于 为 每 个 值 域 块 寻找 一 个 码 本 块 ， 并 调整 仿 射 变换 
使 得 两 者 L -RE (KRES) 最 小 。 因 此 每 一 对 值 域 块 和 码 本 块 都 需要 一 系列 
复杂 的 最 小 均 方 误差 优化 运算 步骤 来 为 其 选择 最 优 仿 射 变换 和 对 应 的 匹配 误差 。 

给 定 一 个 需要 编码 的 图 像 ， 标 记 为 [站 e RRN x N) EEL AP, NA 
2 的 整数 次 需 。 图 像 被 分 为 互相 不 重 琶 的 值 域 块 [g.]，r=0，1，…，N.-1。 令 定 
义 域 块 [ 由 大 小 为 (N/2 x N/2) ， 来 表示 经 放 缩 后 的 图 像 [ 娓 BI 

N 


h(m, ,m;) di > I( n, ,n;) 0 S mm S > 


2m, *1 2m) +1 


ny = 2m nz = 2m, 


每 一 个 信 域 块 L[g,] 用 下 式 近 似 : 

[z, ] 2s, T,([h]) +0, rz0,1,-,N, -1 (8.7) 
AF, s. o, 分 别称 为 缩放 因子 (scaling factor) Mm Œ (offset); T, 为 等 距 变 
Pe, HVE ER oN PORE MGR h ARR SBA RL IELK [ h ] 的 
循环 移 位 和 反 转 操作 。 因 此 码 本 块 [Lc | 是 由 [hh] 生成 的 , 120, 1, +, N71, Be 
着 每 一 个 值 域 块 [g,] 由 一 个 码 本 块 的 仿 射 变换 近似 得 出 。 有 : 











[ge]=sfec]+o | r20,1,:-,N, -1 (8. 8) 
为 得 到 最 优 码 本 块 ， 一 个 值 域 块 需 与 所 有 码 本 块 相 匹配 ， 并 选择 最 小 匹配 误差 
对 应 的 码 本 块 作为 匹配 快 。 











对 于 给 定 的 值 域 块 ， 其 对 应 的 码 本 块 包 括 所 有 与 该 值 域 块 具有 相同 大 小 和 形状 
的 图 像 块 (经 缩放 后 的 [h])。 注 意 ， 值 域 块 可 为 任意 形状 如 多 边 形 。 若 使 用 任意 
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但 具有 一 定 扫 描 方 式 的 步 纤 ， 则 值 域 岂 与 码 本 块 可 转化 为 一 系列 向 量 ， 表 示 为 
R, Do, co, DE jn 

并 重新 称 之 为 “ 块 "。 由 于 人 码 本 块 允 许 越过 图 像 边界 ， 因 此 对 于 给 定 的 值 域 块 ， 其 
对 应 人 码 本 块 数量 为 N MA4。 为 简化 分 析 ， 该 方法 未 考虑 对 缩放 图 像 进 行 的 等 距 变 换 
(进行 m/2 整数 倍 角 度 的 旋转 与 反 转 ) 。 为 更 好 的 可 读 性 ， 我 们 用 DRE Domo 
域 块 向 量 R 和 码 本 块 问 量 忆 的 失真 图 数 ， 是 一 个 关于 亮度 仿 射 变换 参 效 *、o 的 二 
次 函数 ， 即 
dpr(s,0)= || R- (sD*ol) ||; 

= <D,D>s°+2<D,1>sot+no -2<R,D>s-2<D,1>0+ «R,R» 

(8.9) 

FIER SIEM ZR DOR, HUS PESE BET Re A Ie] gt 1, IR (RR n AEE 
空间 中 的 内 积 ，n PUTER RT, SR AD ASI, (R, D) =R'D. 

Al 8.6 给 出 了 算法 中 用 基于 FFT 的 方法 计算 《D, 1), (D, D) (D, R) 的 
mat, AA (D, 1) AAA RST PUR Se EAB 1 的 “区 域 ”( 称 为 区 
域 形变 和 矩阵，range shape matrix) 的 互相 关 计 算得 出 。《D,，D》〉 二 次 方 和 可 用 相同 
的 方式 利用 区 域 形变 矩 阵 计算 得 出 ， 其 中 缩放 图 像 的 所 有 腕 度 值 在 计算 互相 关 前 者 
经 过 了 二 次 方 运算 。 

该 方法 在 对 大 量 非 规 则 形状 值 域 块 进行 日 适应 图 像 分 割 及 寻找 分 形 码 的 情形 下 
具有 很 好 的 应 用 前 景 。 由 于 可 以 对 值 域 块 以 外 的 像 系 进 行 零 填充 ， 因 此 基于 FFT 
的 方法 能 够 很 好 地 处 理 非 规则 形状 值 域 块 的 情况 。 当 值 域 块 有 不 同 的 形状 时 ， 不 能 
使 用 图 8.6 所 示 的 方法 计算 (D, 1〉 和 “《D,，D)。 这 是 由 于 该 方法 是 用 来 均匀 分 
割 的 情况 的 。 该 方法 可 以 提高 运行 速度 。 

【 例 8.3】 二 维 循环 相关 记 作 太 ， 下 面 给 出 当 N =3 时 的 例子 。 



































(hi *h,)(n,,n,) = YY h, Ch kh - n, ) modN, (k, — n,)modN) 
(8.10) 
h,(0,0) h (0,1) h,(0,2)] [4,(0,0) h,(0,1) h,(0,2) 
(hi *h,)(0,0) 2| h, (1,0) h,(1,1) A,1,2) Jo} h,(1,0) A,(1,1) h, (1,2) 
h (2,0) h,(2,1) h,(2,2)| |A,(2,0) h,(2,1) h,(2,2) 
SIL ZAI 
h,(0,0) h (0,1) h,(0,2)] [h,(0,2) h,(0,0) h,(0,1) 
(h,*h,)(0,1) 2| h, (1,0) h (1,1) h,(1,2) Jo] h,(1,2) h,(1,0) h,(1,1) 
h (2,0) h (2,1) h, (2,2) | |h, (2,2) h,(2,0) h,(2,1) 
的 各 元 系 之 和 






NES 


抽取 区 域 


R 


区 域 形状 可 随 
意 ， 如 多 边 形 


二 维 IFFT 
(©) 


二 维 FFT 和 


二 维 IFFT 


二 维 IFFT 
©) 


JERE 


[g] 





图 8.6 ÆT FET RATER DD), (D,1), (DR) Wii 
( “o” ARATE YT 8 BORE ME TATE ARR; 这 里 值 域 块 不 一 定 是 正方 形 的 ) 


(h, kh, ) (0,2) B 


(h, &h,) (1,0) = 


(参考 文献 [FRO] (也 可 参考 [FR3]) © 2000 Elsvier) 


h, (0,0) 
h, (1,0) 
h, (2,0) 


h, (0,0) 
h, (1,0) 
h, (2,0) 


h, (0,1) A,(0,2) | [5,(0,1) 

h (1,1). A,(1,2) Jo] h,CL,1) 

hi(2,1) hi(2,2) | |h (2,1) 
的 各 元 素 之 和 

h, (0,1) A,(0,2) ] [h,(2,0) 

h (1,1). A, (1,2) [o] h, (0,0) 

h, (2,1) h,(2,2) | | h, (1,0) 


的 各 元 又 之 和 


hu (0,2) 
h (1,2) 
h, (2,2) 


h (2,1) 
h, (0,1) 
h (1,1) 
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h, (0,0) 
h, (1,0) 
h, (2,0) 


hi (2,2) 
h, (0,2) 
h, (1,2) 
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h, (0,0) 
h, (1,0) 
h4(2,0) 
h, (0,0) 
h, (1,0) 
h, (2,0) 














h, (0,1) 
h, (1,1) 
h, (2,1) 
ha (0,1) 
ha (1,1) 
Iha (2,1) 


h, (0,2) 
h, (1,2) 
h, (2,2) 


| | 
ih, (1,2) | h, (1,0) 
| | 
I, (2,2) 1h,(2,0) 


LL — — EIL oL —— a Imus msan 


i 


h,(0,0) 
h, (1,0) 
h, (2,0) 





h, (0,1) 
I1, 1) 


AJ Y ERARE PEIR , m A ICT AR REL h, ] 的 元 系 进 行 水 平和 垂直 循环 移 
位 ， 其 次 对 两 个 矩阵 应 用 哈达 玛 乘积 ， 最 后 将 所 有 元 素 相 加 。 哈 达 玛 乘积 
和 矩 阵 对 应 位 置 的 元 素 相 乘 。 


(hix h,) (0,0) 


h,(0,2) 
hot 152) 
fix 22) 


h,(0,1) 
h,(1,1) 


ho (1,2), 


h, (2,2) 


(hix h,) (0,1) 
(hy hy) (0,2) 


计算 [h, RUE h, | 的 二 维 循环 相关 。 


5 3 ] 2 
ais 2] was ?] 


[5] 8. 4] 


o —>~ (hx h,)(0,0) 214 

Do IS 

3 4 13/ 4 

1:12 st 24 

314 3 4j 
(h,*h,)(0,0) =5 x1+3x2+1x3+0x4=14 
(h,*h,) (0,1) =5x2+3x14+1x4+4+0x3=17 
(h,*h,) (1,0) =5 x3 +3 x44+1x1+0x2 =28 
(h, Xh,) (1,1) =5x443x341x240x1=31 
14 M 


chy] Ly) = TL T LAD =] >， 3 
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RP, [H] Xh ZHE DFT;“。” 为 式 (8.11) 定义 的 哈达 玛 乘积 。 
FFT 应 用 (H FFT 实现 互相 关 ) : 








Q4 Ay ”CIv ba Oy c by 
a a a b b b 

[A]e[B] =| S 7. fof o s s. aie] (8.11) 
LN Am 77 Gyn bm bw … bay 





式 中 ,“。” 表 示 哈 达 玛 乘积 ，[4] 和 [8] 对 应 元 素 相 乘 得 到 [C] 。 


8.3 纯 相 位 相关 





两 幅 对 齐 的 纯 相 位 图 像 的 相关 可 用 于 图 像 配 准 - 。 
& x(n, ,nn ) 表 示 参 考 图 像 ，y(m n, ) KZS x(n, n4 ) E (m, ,m, ) 后 的 图 像 ， 则 有 
y(n,,n,) 2x(n, * m,,n, +m, ) n,,n, -0,1,--, N -1 (8.12) 
-(N-1) m,,m,zN -1 
HX (5.12) 给 出 的 傅 里 叶 移 位 性 质 , SX (8.12) 的 DFT 为 
YU =X" (k, ,hk,) uu cuna (8. 13) 
纯 相 位 图 像 的 互 功 率 谱 定 义 为 
pe Due Y Cho) kik, 20,1,-—,N-1 X (8.14) 
i IX CE, , E, Y (k, k) | 
X (k, ,k, ) X (k, ,k,) Wm We 
IXE (k, , Ek, ) X (k, k, Wu" we | 
OX (e) X (kik) WA Wen 
AXP Gk, E, ) X (k, ks) | 
_ km +k,m, 
= exp( -jn | 











Z. (ki , E, ) = 


poc 


(8.15) 





在 空间 域 上 式 等 价 为 

Z oo (Th 5M ) -ó(n,-m,,n,—-m,) n,,n,-20,1,--,N-1 (8. 16) 
因此 , TE (m, m) 点 可 获得 一 个 0<z,,。(ni， nj) <1 范围 的 脉冲 FER poc 表 
示 纯 相位 相关 )。 图 8.7 给 出 了 流程 图 。 


x(n ,n5) 


E 
PES C) mo X (y ka) 
Z poc (m, n7) 





图 像 B 
y(n1,72) 


图 8.7 纯 相 位 相关 (Phase Only Correlation, POC) 的 实现 流程 图 
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相对 于 原 图 像 平 移 (m, m) 和 (m, - N, m, - N) 的 两 幅 图 像 可 在 相同 位 
置 获得 一 个 峰值 ， 只 是 两 者 峰值 不 同 ， 如 图 8. 8h, 所 示 。 因 此 ， 除 原点 外 的 每 一 
点 都 表示 两 个 图 像 经 过 了 相反 方向 的 平移 。 


Sa 








a) b) 





— 04994: (50,50) 09 





一 0.217 Æ (100,100) 


图 8.8 图 像 移 位 及 相位 相关 因数 





a) 原始 图 像 b) BUR (左上 ) 移 位 (50, 50) c) 图 像 移 位 (100, 100) 
d) 图 像 移 位 (140, 140) e) 图 像 移 位 ( -100，-100) f) (50, 50) 的 相位 相关 函数 
g) (100, 100) 的 相位 相关 函数 h) (140, 140) 的 相位 相关 函数 i) (-100, -100) 的 相位 相关 冰 数 
ik: 平面 (ny, n) 的 原点 (0, 0) 绕 平面 的 中 心 移 位 的 相位 相关 函数 如 图 f~i 所 示 。 这 里 所 有 图 像 
的 大 小 都 为 240 x240。 与 初始 图 像 相 反方 向 移 位 (140, 140) 和 ( -100, -100) 的 两 幅 图 像 进行 配 
准 得 到 了 图 h 和 图 i 所 示 相 同 的 结果 。 其 根据 ( —100, -100) 的 峰值 实际 坐标 ， 此 时 N=240, 140-N= 
-100 (原文 此 处 将 140 -N= - 100 错 印 为 140 -N=100。 一 一 译 者 注 )。 
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传 里 叶 相 位 相关 方法 对 于 失真 有 较 好 的 鲁 棒 性 。 仅 少数 情况 需要 原始 图 像 即 能 
获得 较 好 的 配 准 结果 1。 

对 于 图 像 匹配 ， 相 位 相关 方法 对 于 图 像 移 位 /平移 ， 图 像 遮挡 和 亮度 变化 具有 
不 变性 ， 且 对 噪声 具有 鲁 棒 性 。 


| NUTUS 
A (8.13). 暗示 了 一 种 简单 的 可 以 分 高 exp | -jom P P 的 方法 ， 即 














F X (k „k, ) _ P 
pps) CY (kh) = exp -jn 
在 空间 域 ， 上 式 等 同 于 式 (8. 16) 。 然 而 ， 该 方法 稳定 性 不 及 稼 规 方法 ， 这 是 由 于 
MY ETEN, X/Y 值 会 无 限 增 大 。 而 对 于 和 常规 方法 ,分 子 和 分 母 具有 相同 的 
幅度 [9 

是 相 位 相关 的 应 用 包括 指纹 匹配 ” ， 波 形 匹 配 ， 利 用 基于 相位 的 图 像 匹 配 
进行 虹膜 识别 ， 人 脸 识 别 ， 指 纹 识 别 ， 存 档 电影 镜头 的 突变 检测 与 渐变 检测 。 


8.4 利用 DFT/FFT 实现 图 像 的 旋转 和 平移 


k,m, * km, (8.17) 
—N 

















该 方法 是 由 Cox 和 Tong 提出 的 ， 它 是 chirpZ 变换 算法 的 一 类 应 用 ( 见 本 
书 3. 14 市 )。 给 定 一 个 NxNWN ARR EPR x(n, ,n,)， 下 面 计算 逆 时 针 旋 转 任 意 角 
0 与 平移 任意 坐标 (mi m, ))n BJ x(n, n4) c 

首先 ， HE x(n,,n,) B] —2E FFT, HJ 





N-1 N-1 
X (ky ,ky) = >, yt) W ro) kk, 20,1,-,N - 1 (5.3a) 
ny =0m =0 
p Mat Al 
Xi 4055) TE >» x" (isk, W” em Ny sity, = Om N= 
N Tesco 
(5. 3b) 
jT 
Wy = 
式 中 ， = exp = " J 
接 下 来 计算 所 求 输出 网 格 上 的 图 像 x(n pn), A: 
x(n,cos0 — n,sinÜ + m, ,n,sinÜ + n,cos@ + m,) 
N-1 N-1 
-F2 2X (kik, exp [ “7 (k,m, + k,m,) Jexp | E n, tk „n, ) cosó | 
x exp[ Can - kın, ) sind | (8.18) 
为 计算 式 (8. 18)， 需 要 计算 下 列 求 和 式 ， 
N-1 N-1 
g(n,,n;a,B) = >. 2,6 (hk, , E, )exp( 2m (Ayn, + kyny)a + (In, - kn;)B]) 
ky =O ky = 


(8. 19) 
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RF, a 和 有情 为 任意 值 | e = ，B = Se]， 且 有 


os 
F l jr jn 
G (ki,k,) T (hk sky) exp | Ckm, + kam) | (8. 20) 
式 (8.19) 的 一 维 模拟 如 下 : 
h(n;a) = © H' (k)exp(j2mkna) (8.21) 
上 式 可 利用 chirp Z 变换 算法 计算 ， 通 过 做 如 下 的 扩张 : 
2kn =k? +n? - (k - n)? (8.22) 


则 
h(n;a) = exp(jnna) Y | H" (k)exp( jmk a) Ll exp| - jm(k - n)*a] 
= exp(jmn'a) Y iro Vin —- k) 


= exp(jan2a) | (k)  VCk)| (8.23) 


H, H'(k) 2 H'(k)exp (jaa); V(k) =exp( - jm?) 。 该 扩张 可 以 看 成 是 一 个 
乘积 、 一 个 卷 积 和 另 一 个 乘积 ( 见 图 8.9)。 该 卷 积 可 以 利用 两 个 FFT 和 一 个 IFFT 
快速 计算 得 出 ( 见 图 5.4)。 


Con H'(k)* V (k) Q 
H*(k) H¥(k) x(n; a) 


exp( jnk?a ) exp(jmn7a ) 
图 8.9 5X (8.23) 中 描述 的 chirp - Z 算法 的 流程 图 ， 
它 同时 为 式 (8.19) 的 一 维 模 拟 
用 类 似 的 方法 可 以 快速 计算 式 (8. 19) ， 需 要 的 整数 扩张 为 
A2(k,n, +k on.) =k tn -k-n - (k -n,)^ * (k, +n) (8. 24a) 


2(k,n, -—k,n,) =2k,k, -2n,n, -2(k, ^n, ) (b, * n4) (8. 24b) 
利用 以 上 两 式 ， 则 式 (8.19) 可 以 表示 为 
g(n,n ;0,B) = Z (n,,n,) Y y 1C Ck, ky) Z(h, ,hk,) |Z (k — n,k, + Ny ) 
(8.25) 


AFP, Z(n nj) =exp (jm[ (nm - 12) a *2nn48]) ; G (k, ,k,) HI (8. 20) E X 
“oe "Bean io Th | EREH E AT ANERUNI—A4 TA, nDLGHIIG3 个 二 维 FFT 实现 
(SLE 8.10), 3X (8.25) 中 的 矩阵 12(0P n) El Z(n,,n,) | Bug E, 3X (8.25) 
的 另 一 种 推导 方法 见习 题 8.6 ( 见 图 8.11)。 

这 种 方法 仅 能 对 图 像 进行 90°* 、180° 、270° 的 旋转 ( 见 图 8. 11b ~d)， 将 其 扩 
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[GF (ki, &3)Z (3, k 3] * Z' (k4, k3) 






GF (Kk, ,k;) g(nj,n5;a, p) 


Z (ki, ka) Z '(n,n5) 


图 8.10 图 像 旋转 和 93 
( 卷 积 使 用 3 个 二 维 FFT 实现 。 在 磁 共 振 成 像 (MRI) 中 ， 原 始 数据 来 源 于 傅 里 叶 空 间 ) 


展 到 其 他 角度 不 失 为 一 个 可 行 的 研究 方向 。 





图 8. 11 使 用 两 种 方法 旋转 网 像 
a) 原始 图 像 b) 旋转 90° 的 图 像 c) 旋转 270° 的 图 像 
d) 旋转 180° 的 图 像 e) 旋转 30° 的 图 像 f) 旋转 60° 的 图 像 
iE: 图 b~d 使 用 Cox -Tong 法 LM 中 对 图 像 进行 旋转 。 图 e ~f 使 用 MATLAB 命令 imrotate (I, - 30, 
‘bilinear’ , ‘crop’ ) 在 空域 对 图 像 进行 旋转 。 
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8.5 WA tik DE 


在 容易 发 生 传输 错误 的 环境 〈 如 无 线 网 络 ) 中 ， 一 个 宏 块 (MacroBlock, MB) 
(在 视频 压缩 标准 如 MPEG - 1/2/4 及 H. 26x 2& 9i 07-95! 中 ， 其 大 小 定义 为 16 x 
16) ”在 传输 中 会 丢失 或 出 现 传输 错误 。 有 一 种 应 对 上 述 问 题 的 方法 称 为 错误 隐 
闭 ， 受 损 的 宏 块 可 以 用 相 邻 的 没有 受 损 的 宏 块 或 其 加 权 所 代替 。 

图 8. 12 给 出 了 一 个 帧 内 错误 隐藏 的 例子 。 对 于 需要 进行 错误 隐藏 的 (16 x 
16) KER 〈 用 灰色 填充 ) ， 其 相 邻 区 域 包括 (3x3) PAR, HE (48 x48) 个 像 
系 。 对 该 区 域 使 用 二 维 FFT， 并 进行 二 维 低 通 滤波 (LPF) 以 消除 填充 像 厅 的 不 连 
续 性 。 接 着 对 其 使 用 二 维 IFFT 得 到 输入 像素 的 重建 值 。 由 于 存在 低 通 滤波 ， 因 此 
重建 图 像 与 原 图 像 并 不 完全 相同 。LPF 滤 除 的 频率 分 量 会 影响 相似 的 程度 。 硅 被 滤 
除 的 频率 分 量 较 少 ， 则 周围 像 系 会 强烈 影响 错误 隐藏 宏 块 ， 反 之 亦 然 。 错 误 宏 块 
(输入 ) 将 被 错误 隐藏 宏 块 (输出) 所 蔡 代 ， 而 周围 的 8 个 宏 块 保持 不 变 。 整 个 过 
程 ， 包 括 二 维 FFT、 二 维 LPF 和 二 维 IFFT 将 会 被 重复 若干 次 。 每 一 次 重复 中 LPF 
滤 除 的 频率 分 量 会 逐渐 增多 。 根 据 周 于 像素 的 特性 ，LPF 可 以 设计 成 有 方 回 的 以 提 
高 错误 隐藏 的 性 能 。 当 两 个 宏 块 〈 错 误 宏 块 与 错误 隐藏 后 的 宏 块 ) 像素 差异 小 于 
某 个 预先 设 定 的 靖 值 时 ， 停 止 重 复 该 过 程 。 


要 隐藏 错误 的 
(16x16) i ii 
ALI 
(48x48) 一 (4 
m LPF 
(3x3) 个 宏 块 sa 
ESMAR DETER bane 





















































Al 8.12 帧 内 宏 块 的 错误 隐藏 (DET 和 IDFT 分 别 利 用 FFT 和 IFFT 实现 ) 


8.6 表面 纹理 分 析 


通过 比较 多 种 离散 正 交 变换 (如 DFT、DCT、 沃 尔 什 变换 、 相 移 不 变 沃 尔 什 变 
换 、BIFORE 及 哈 尔 变 换 “…"-™ ) 在 描述 表面 纹理 数据 方面 的 能 力 可 知 ，DFT 和 
DCT 因 其 在 表面 纹理 分 析 中 的 快速 收敛 性 及 两 者 处 理 数据 和 峰值 脱 疾 而 出 的 能 力 ， 
推荐 用 于 进行 表面 纹理 分 析 。 详 细 比 较 过 程 见 参考 文献 [J3]。 





8.7 ”基于 FFT 的 听觉 模型 





存在 两 种 感知 音频 质量 的 客观 评价 方法 ， 基 本 版 本 与 高 级 版 本 "1 。 前 者 包 
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含 模型 输出 变量 (Model Output Variable, MOV), CHAF FFT 的 听觉 模型 计算 
得 出 的 〈 见 图 8. 13) 。 它 使 用 了 11 个 MOV 用 于 预测 基本 感知 音频 质量 ， 并 使 用 了 
一 个 2048 点 FFT。 

高 级 版 本 同时 包含 了 由 基于 滤波 郁 库 听觉 模型 计算 得 出 的 MOV 和 基本 版 本 中 
的 MOV。 频 谱 自 适应 激励 模式 和 调制 模式 都 是 由 模型 中 基于 滤波 器 库 的 部 分 计算 














得 出 的 。 高 级 版 本 使 用 了 5 个 MOV 用 于 预测 基本 感知 音频 质量 。 
输入 信号 (参考 信号 和 测试 信号 











外 围 听觉 模型 


输入 信号 的 测量 


外 耳 和 中 耳 的 权重 


重 放 级 





归 入 临界 带 ( 或 进入 听觉 滤波 器 带 ) 


频 域 展开 











| 纯 (无 污染 ) 
激励 模式 激励 模型 






激励 模式 的 预 处 理 





错误 信号 Tile 具体 的 激励 模式 调频 模式 
音量 模式 


图 8. 13 外围 听 觉 模型 与 基于 FFT 模型 激励 模式 的 预 处 理 
(参考 文献 [D46] © 1998 -2001 ITU - R) 
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8.8 图 像 水 印 


用 于 保护 版 权 与 内 容 识别 的 数字 媒体 的 水 印 ， 是 一 种 广泛 使 用 的 用 于 避免 或 消 
除数 字 盗 版 的 方法 。 它 通过 舱 入 一 个 机 密 或 个 性 的 信息 以 达到 保护 一 个 产品 的 版 权 
和 展示 其 真实 性 的 目的 〈 内 容 识别 、 数 据 完整 性 和 防止 自 改 ” ) 。 盗 版 行为 包括 
非法 侵入 、 有 目的 性 的 修改 和 厂 权 侵害 。 同 时 ， 瞬 入 水 印 的 图 像 妥 能 够 经 受 住 对 该 
图 像 的 多 种 操作 ， 如 滤波 、 持 动 、 复 印 、 扫 摘 、 裁 勇 、 缩 放 、 旋 转 、 平 移 、JPEC 
JRAHRUPSIAE  YeBR A ZK EN AS et BE, DET 相位 谱 与 幅度 谱 用 于 水 印 隐藏 ( 见 图 
8.14) 。 在 DFT 幅度 谱 中 舱 和 人 水印 对 于 初等 变换 (如 旋转 、 缩 放 和 平移 ) RAS 
Wer, 








图 8.14 在 图 像 二 维 DFT FARE PRR Ak ep 
a) 原始 灰 度 图 (512x512) b) 利用 (8x8) FFT if AZK EUG BS EHZ 
c) JERE A SAK EVA RMR 〈 缩 放 因 子 为 64) d) 原 图 像 与 岁入 水 印 图 像 的 误差 取 对 数 


参考 文献 [E2] 指出 ， 在 实 序列 〈 如 图 像 ) 的 二 维 DFT HAZ iTi HP ie ASK EN XT 
图 像 算 改 具 有 和 鲁 棱 性 ， 同 时 对 图 像 对 比 度 调整 也 具有 重 棱 性 。 而 且 为 破坏 水 印 ， 入 








侵 者 需 引 入 较 大 的 相位 失真 ， 这 同时 会 导致 图 像 质量 严重 下 降 。 有 关 在 图 像 相 位 谱 
中 般 入 水 印 的 详细 介绍 见 参 考 文献 [E2 |。 舱 入 水 印 的 图 像 没 有 明显 的 人 工 处 理 蝴 
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迹 ， 而 且 当 采用 JPEG ”编码 器 压缩 图 像 时 ， 水 印 可 以 达到 15: 1 的 压缩 比 。 

将 人 类 视觉 系统 与 水 印 算 法 相 结 合 可 以 作为 
一 个 研究 诬 题 。 而 且 ， 为 了 提高 水 印 探测 能 
可 以 深入 人 研究 图 像 失 真 对 水 印 的 影响。 最 新 的 技 
术 不 需要 原始 图 像 即 可 探测 到 水 印 。 

Ruanaidh 和 Pun! f. DFT 与 对 数 — Bi ^b y Hi 
TEMA A, UA T — A EA AEN AKEN BY 
方法 。 该 方法 对 于 旋转 与 缩放 有 具 有 和 鲁 棒 性 。 该 方 
法 是 水 印 不 可 见 性 与 鲁 棒 性 这 对 矛盾 的 折 中 。 图 
8.15 给 出 了 一 种 典型 的 旋转 、 缩 放 与 平移 ( Rota- 
tion Scaling and Translation, RST) 不 变性 水 印 方 
案 。 由 于 对 数 - 极 坐 标 映 射 (Log - Polar Mapping, 图 8.15 一 个 具有 RST 不 变性 水 
































LPM) 及 其 逆 过 程 都 为 有 损 过 程 ， 因 此 图 8. 16 给 印 方案 的 流程 图 
出 了 一 种 不 需要 将 图 像 通过 对 数 - 极 坐 标 映射 器 ”参考 文献 [F4] © 1998 Elsevier) 
的 般 入 水 印 的 方法 ， 仅 二 维 扩 频 信号 进行 ILPM RST— HEFG, SAADEH 


Git LPM) 。 从 隐秘 图 像 (嵌入 水 印 的 图 像 ， 中 提 De TOA EAE 


取水 印 的 方法 如 图 8. 17 所 示 。 






RST 不 变 


二 维 扩 频 信号 





十 
SIUE 
图 8. 16 “一 种 能 人 够 避免 将 图 像 映 射 至 RST 图 8.17 从 图 像 中 提取 水 印 的 方法 
ANAS ta A fi A KER 的 方法 (参考 文献 [EA] (C 1998 Elsevier) 


(参考 文献 [EA] © 1998 Elsevier) 
8.9 音频 水 印 


在 参考 文献 [EIS] F, M 波段 小 波 调 制 与 码 分 多 址 (Code Division Multiple 
Access, CDMA) 技术 相 结 合 产 生 了 水 印信 号 ( 见 图 8.18)。CDMA 技术 取代 典型 
的 扩 频 (Spread Spectrum, SS) 技术 提高 了 和 鲁 棱 性 和 容量 需求 。 为 满足 CDMA 携带 








220 快速 倩 里 叶 变 换 ， 算 法 与 应 用 


号 的 正 奖 条件， 可 使 用 Gram - Schmidt 正 交 化 方法 :中 :修正 产生 的 伪 噪 声 ( Pseu- 
is Noise, PN) fiü^—H|ju.-9be6e|-1,-1], dXm-—^4 181 KEE EJ EE IL. 
CDMA 的 用 法 可 用 下 式 表 示 : 


S,1 帧 = N 个 样本 


水 印 密 铀 io 


水 印信 息 
DEL, —1, —1, —1, +1, 










nj 


频 


图 8.18 鹃 入 水 印 的 流程 图 ( 当 采 样 率 为 44. 1kHz 时 ，M =2”) 
(参考 文献 [E15] (O 2002 IEICE) 
/一 每 帧 携带 CDMA 信号 的 个 数 PRNGC 一 伪 随 机 数 生 成 融 


v = $ bu (8.26) 


式 中 , 大 为 每 帧 CDMA 携带 信号 的 个 数 ， 且 要 受到 限制 以 使 水 印信 号 的 强度 在 感 
知 约束 范围 以 内 。 

为 使 音频 质量 在 可 接受 范围 内 , 五 等 人 “ ”通过 选择 合适 Se i e 
MESE, AREH EA REE RA, ARAE X Uh MPEG - 1 心理 声 
模型 4 s 


8.9.1 使 用 知觉 掩蔽 的 音频 水 印 


Swanson 等 人 “开发 了 一 种 舱 入 水 印 的 方法 ， 利 用 时 域 和 频 域 的 知觉 掩 项 效 
应 直接 将 版 权 保 护 水 印 通 入 到 数字 音频 信号 中 。 该 方法 能 够 确保 能 人 水 印 是 无 声 
的 ， 且 对 算 改 和 各 种 DSP 操作 具有 重 棒 性 。 图 8. 19 所 示 为 该 音频 水 印 系统 的 流程 
图 。 Sas qp MPEG - 1 BHUA T ORRERA, 图 8.19 n, S, 
(RRP i 个 音频 块 经 Hann H PR hé h(n) 加 权 后 的 对 数 功 率 谱 (音频 信和 号 按 
32kHz iis gd 16ms 段 称 为 一 个 音频 块 ，NV = 16ms x 32kHz 2512 个 采样 点 ) , 
h(n) 如 下 所 示 : 























3 
ea | (8.27) 
adn Pre 如 下 
S,(k) = 10logi | = +| Y s.a) hn) exp, a | | k 20,1,,N-1 


(8.28) 
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FFT 
Si(n) 
TUR \ 
频段 | wi(n) 
(00 SUB -t(n) p,(n) 
n,k=0,1,---,N-1 作者 签名 y;(n) 
Si(n) 
= si(n) + wi(n) 
带 水 印 段 


图 8. 19 ”和 藤 入 音频 水 印 流程 图 
(参考 文献 [E14] © 1998 Elsevier) 
对 每 一 个 音频 段 加 水 印 ， 即 加 入 一 个 特定 的 类 似 品 声 的 序列 经 掩蔽 现象 改变 形 
状 这 一 过 程 所 涉及 的 步骤 如 下 (每 一 个 音频 段 s; (n) ) 
(1) RME s(n) WIRKE S (k), ILIN (8.28). 
(2) 计算 功率 谱 S; C) 的 频率 拖 蔽 函数 M, (k) ( 见 参考 文献 [E14] 3.1 小 








AE 


Bye 

(3) 计算 作者 签名 信号 y(n) hJ FFT, BIY, (k). 

(4) 对 该 首 频 块 ， 利 用 掩蔽 函数 M, CE) 对 类 似 噪 声 的 作者 签名 信号 进行 加 权 ， 
得 到 改变 形状 后 的 作者 签名 PCR) =Y(k)M,(k)。 

(5) 计算 噪声 信号 的 IFFT, p.(n) =IFFT [ P,(À) ]. 

(6) 计算 s,(n) 的 时 域 掩 项 函数 4(n) ( 见 参考 文献 [E14] 3. 2 小 节 ) 

(7) 利用 时 域 掩蔽 函数 t; (n) 进一步 改变 噪声 的 形状 ， 生 成 该 音频 段 的 水 印 
w;(n) =t,(n)p;(n) 。 
(8) Et AZKERJGBUTERRER s (n) =s,(n) +w, (n) 














8.10 ” 正 交 频 分 复 用 (OFDM) 


正 交 频 分 复 用 /编码 正 交 频 分 复 用 (Orthogonal Frequency Domain Multiplexing/ 
Coded OFDM, OFDM/COFDM) 已 被 欧洲 地 面 数 字 电 视 和 HDTV. 直播 所 采用 |， 
尽管 FCC 先进 电视 服务 咨询 委员 会 (Advisory Committee for Advanced Television 
Service, ACATS) 已 选择 了 8 -VSB (VestigialSideband, JEEP Ig) 数字 调制 进行 
地 面 HDTV 直播 ， 但 关于 选择 COFDM 还 是 VSB BK QAM ( 正 交 幅度 调制 ) 进行 地 
面 HDTV 直播 的 争论 一 直 未 能 停止 “””。 这 里 重点 介绍 FFT 在 OFDM 中 的 应 用 
( 见 图 8. 20) 。 

OFDM 通过 降低 数据 速率 来 减 小 频率 选择 性 衰落 效应 ， 有 具体 做 法 是 将 数据 流 分 
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成 若干 并 行 块 然后 将 这 些 块 进行 传输 ” 。 通 过 分 割 与 调制 多 个 载波 之 间 的 信息 ， 
能 使 信号 具有 抗 重 影 和 抗 干扰 的 能 力 7, OFDM 用 于 无 线 通信 系统 的 其 他 优势 为 











星座 映射 


多 载波 调制 器 


do 
信号 | A Ex 插入 保 
kt : IFFT P/S 
dc 


1 


实数 一 + 复数 “一 :< 实数 





符号 检测 多 载波 解 调 器 







品行 数据 输出 


图 8.20 ”基于 FFT 的 OFDM 系统 (参考 文献 [02] © 1995 IEEE) 
PZS 一 并 行 转 串 行 ”SP 一 串 行 转 并 行 ”D - A 一 数字 -模拟 转换 A -DD 一 模拟 - 数字 转换 


8. 10.1 (A IFFT/FFT 表示 OFDM 信号 


将 N/2 子 信 道中 的 信号 对 应 的 复 序列 记 为 
La. 820, We 2, sol (8. 29) 














sth, a Mb 根据 信号 星座 图 ( 见 图 8.20) 中 点 的 个 数 可 取 + 上 1，+ 上 3，…。 Gl 
如 ， 对 于 16 点 QAM, a,, b, 可 取 | +1, +31; 对 QPSK， 可 取 | +1| 。 这 些 信息 采 
RES |d, | 的 DFT 是 一 个 多 载波 OFDM 信号 y(1)， 定 义 见 式 (8.34)。 由 于 y(t) 须 
为 实 信号 ， 因 此 我 们 利用 人 个 信息 采样 点 生成 N 个 采样 点 ( 见 本 书 2. 3 节 的 复 共 


HEHE), UR py: 


d, =Re(d,) (8. 30a) 
dy» =Im (d,) (8. 30b) 
i ae oe sol (8. 30c) 
dy, =(d,)* 121,2, 5-1 (8. 30d) 
复 序列 gd =a, «jb, 的 DFT 计算 如 下 , n0, 1, =, N-1: 


N-1 
X (k) = $ d, WY  kz0,,-,N-1 


n=0 
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= Y dexpC - Pnf,t) (8.31) 
式 中 , f ova n SkA Ar 为 由 上 任意 选取 的 时 间 间隔 。 
X"(k) = Y (a, ib Leos(2nf,t,) - j sin(2f,4,) ] (8.32) 
由 式 (8.30) 中 的 假设 可 知 ， 关 (5 的 虚 部 将 会 抵消 ， 仅 剩 下 实 部 : 
Y (k) = Re[X' (k)] = 3 | a cos(2mf,t,) + b,sin(2mf,t,) | 
k=0, 1, =, N-1 (8.33) 
Y' (k) AREY (LPF) 输出 在 时 间 间 隔 Ac 内 近似 于 FDM 信号 ， 即 


N-1 


y(t) = > | a cos(2mf t,) + b sin(27ft,)| O tx NAI (8.34) 


n -0 
图 8.20 所 示 的 功能 模块 更 详细 的 介绍 见 参考 文献 [ O2], Weinstein 和 
Ebert ”提出 了 利用 DFT 实现 多 载波 OFDM 系统 调制 和 解 调 的 方法 。 





8.11 OFDM 的 FFT 处 理 器 


在 多 载波 调制 (如 正 交 频 分 复 用 (OFDM) WEB (Discrete Multitone, 
DMT)) 中 ， 数 据 通过 多 个 子 载波 进行 并 行 传 输 。 多 载波 调制 技术 已 经 被 应 用 于 通 
信和 标准 中 ， 如 电话 线 (如 DSL) 中 的 高 速度 传输 、 无 线 局 域 网 (Wireless Local Ar- 
ea Network, WLAN) 、 非 对 称 数字 用 户 线 (Asymmetric Digital Subscriber Line, AD- 
SL) 、 其 高 速 数 字 用 户 环 路 (Very High Speed Digital Subscriber Line, VDSL), XF 
音频 广播 (Digital Audio Broadcasting, DAB), Zr EW) $$ (Digital Video Broad- 
casting, DVB) 和 电力 线 通 信 (Powerline Communication, PLC) "^ , dE FA sik 
调制 的 收发 硕 中 包含 实时 DET 计算 〈 见 参考 文献 [ A31] 所 列 的 参考 文献 ) 。 

参考 文献 [A31] 中 的 FFT ABS SEE TAE -4DIF 算法 和 原 位 存储 策略 。 该 
处 理 表 能 够 以 42MHz 的 主 频 工 作 且 能 在 Ops 内 计算 出 一 个 256 点 复 FFT. 

更 高 阶 基 的 算法 需要 更 少 的 计算 周期 。 例 如 ， 基 -2 算法 与 基 -4 算法 相 比 ， 
需要 多 于 4 倍 的 计算 周期 。 但 基 -4 算法 的 大 小 不 能 是 128 、512、2048 和 8192, 
因为 它们 不 是 4 的 整数 震 次 方 。 为 计算 不 是 4 的 整数 贤 次 方 的 FFT， 可 以 使 用 混合 
dt (Mixed Radix, MR) 算法 。 

原 位 算法 能 够 降低 存储 空间 的 需求 ， 因 为 它 将 同一 个 蝶 形 算法 的 输出 与 输入 存 
储 在 相同 的 存储 空间 中 。 

参考 文献 [| A31 | 中 的 连续 流 (Continuous - Flow, CR) MRFFT 处 理 需 主要 包 
fh: MR ( 基 -4/ 基 -2) 算法 、 原 位 策略 和 存储 带 组 结构 。 该 处 理 融 仅 需 两 个 NN 
字 长 的 存储 从。 该 存储 闪 就 硬件 复杂 上 度 和 功 耗 方面 来 说 是 一 个 主导 元 件 。 
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MON 点 DFT 可 以 被 分 解 为 互 素 的 因子 时 ， 它 也 可 以 利用 威 诺 格 拉 德 全 里 叶 变 
换算 法 (WFTA)'*” 实现 。 该 方法 将 一 个 素 N 点 DFT 脉动 阵列 与 WFTA 相 结 合 ， 
使 得 当 变 换 长 度 很 大 时 能 够 控制 硬件 复杂 度 的 增加 “”: 。 在 硬件 、 输 入 输出 复杂 度 
及 否 吐 量 方面 ，DFT 脉动 阵列 的 性 能 有 所 提高 。 

DVB -了 T 接 收 机 〈 见 图 8.21)55505 的 OFDM 使 用 了 一 种 新 型 高 性 能 8K 点 FFT 
处 理 希 结构 ， 它 是 基于 基 -8FFT 算法 开发 出 来 的 。 该 8192 FFT 处 理 喜 在 设计 中 
使 用 了 一 个 新 型 基于 分 布 式 计算 的 无 蝶 形 结构 无 乘法 运算 的 基 -8FFT 结构 。 该 结 
构 涉 及 分 阶段 的 四 个 基 -8FFT 和 一 个 基 -2FFT (8f x2 =2" x2 =8192) (WEA 
8.22)。 该 8192 点 FFT 可 以 在 78hs 内 计算 出 来 。 更 多 关于 门 数量 、 时 钟 周期 、 相 
关 技 术 ， 高 速 否 吐 量 性 能 和 面积 效率 的 介绍 见 参 考 文献 [018]. 


OFDM QPSK/ 
RF 模块 A-DC 解 调 器 QAM 
2k/8k FFT 解 映 射 器 


HERE . 
(Viterbi) 外 部 解 


解码 器 | | er 




























图 8.21 DVB -T 接 收 机 (参考 文献 [018] © 2007 IEEE) 
R - S 一 里 德 - 所罗门 ”QPSK 一 正 交 相 移 键 控 


移 相 (变调 )RAM 
512 点 RAM 4096 点 RAM 8192 点 RAM 输出 





通过 (8x2) 个 DA LUT 
进行 8 点 FFT 
-—EEERIXGTI-- 
通过 (8x2) 个 DA LUT 
进行 8 点 FFT 
---|-FTIFEtidd---- 
旋转 因子 乘法 器 
通过 (8x2) 个 DALUT 
进行 8 点 FFT 
---l--Ft+t+td-l--- 
旋转 因子 乘法 器 
通过 (8x2) 个 DA LUT 
进行 8 点 FFT 





cet. 
Wee T elu 


图 8.22 提出 的 8k 点 FFT 结构 (参考 文献 [018] © 2007 IEEE) 
DA 一 分 布 式 算术 LUT— AK 


8.12 基于 DEF DFT 的 信道 估计 方法 


由 最 大 似 然 (Maximum Likelihood, ML) 准则 导出 的 基于 DET 的 信道 估计 技术 
最 初 用 作 OFDM 系统 的 导 频 信号 “ 。 为 节省 带宽 和 提高 系统 性 能 ， 通 常用 判决 反 
it (Decision - Feedback, DF) 信号 在 后 续 的 OFDM 信号 中 追 踊 信道 变化 ， 这 种 方 
法 称 作 基 于 DF DET 的 信道 估计 。 然 而， 目前 这 种 经 验方 法 的 工作 原理 还 未 能 从 牛 
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顿 法 的 观点 中 得 出 。 本 文 利 用 牛顿 法 为 时 空 分 组 人 码 (Space - Time Block Code, ST- 
BC)/OFDM 系统 推导 了 基于 DF DET 的 信道 估计 方法 (ILEI 8.23 ) 。 这 种 推导 方式 
同时 给 出 了 两 种 方法 等 价 性 。 实 验 结果 表明 这 两 种 算法 都 能 通过 以 下 四 个 部 分 实 
现 . 一 个 最 小 二 次 方 (Least - Square, LS) 估计 顺 ， 一 个 IDFT ER, —^- JA XB 
阵 和 一 个 DFT 矩阵。 但 两 种 算法 连接 这 四 部 分 方式 有 所 不 同 。 一 方面 ， 在 牛顿 法 
中 的 梯度 向 量 “” 可 以 通过 计算 一 个 估计 信道 的 频率 响应 和 一 个 LS 估计 的 差异 得 
出 ， 然 后 进行 IDFT 操作 。 另 一 方面 ， 牛 顿 方法 中 Hessian 4B PERI Y BID DF 
DFT 方法 中 的 加 权 和 矩阵 。 











XOTE | OFDM WS ut OFDM | RM 月 
调制 器 m 解 调 器 
xU X65)! OFDM AX OFDM [RORY k) 
调制 器 | 5 解 调 器 
-> 





v, v, 
XX, Kk) | OFDM OFDM [RW (月 
Vali as 解 调 器 
图 8.23 STBC/OFDM 系统 (a=1, 2, =, Np; b=1, 2, =, Np) 


(参考 文献 [C16] © 2008 IEEE) 


8.12.1 基于 DF DFT 的 信道 估计 方法 


如 图 8. 24b 所 示 ， 基 于 DF DFT 信道 估计 方法 的 框图 由 一 个 LS 合计 项 ， 一 个 
IDFT 和 矩阵， 一 个 加 权 和 矩阵 和 一 个 DFT 矩阵 组 成 。 一 个 LS 估计 器 利用 DF 数据 
言 号 产生 一 个 LS 估计 结果 ， 这 也 是 信道 频 率 响 应 的 一 个 有 噪声 估计 。 在 利用 IDFT 
将 估计 结果 转换 到 时 域 之 后 ， 将 其 与 一 个 加 权 和 矩阵 相 习 ， 以 提 蜗 估计 结果 的 准确 
性 。 该 加 权 和 矩阵 决定 于 所 选 的 性 能 评价 准则 ， 可 以 是 ML 或 最 小 均 方 误差 ( Mini- 
mum Mean Square Error, MMSE) CST 。 最 后 将 改进 的 估计 结果 转换 回 频 域 用 于 下 一 
次 信道 频 率 啊 应 的 合计 。 

梯度 向 量 计算 Hessian4f p 


SAk) - " 
IDFT,| 4^. | anaes | 8^ 
Feat goa 








ROK) 















LS 估计 器 
Á*(k) ROK C(k) +) 
$ ( »d) 
STBC 解 码 器 LES 
和 编码 器 





a) 








图 8.24 牛顿 方法 与 基于 DF DFT 方法 的 等 价 性 (D 是 一 个 延迟 元 件 ) 
a) 牛顿 方法 


226 快速 倩 里 叶 变 换 ， 算 法 与 应 用 













频 域 时 域 频 域 
收 到 的 信号 
RD | LS 估计 器 |350% |IDFT | 762 geo TT 

C00 ROU) Â es A usd 
- 估计 过 的 
X(k) ”判定 数据 符号 信道 频率 

gea 啊 应 
STBC 解码 器 v-1 回 
和 编码 器 
b) 








图 8.24 牛顿 方法 与 基于 DF DFT 方法 的 等 价 性 (D 是 一 个 延迟 元 件 ) ( 续 ) 
b) 基于 DF DFT 方法 
Ku 和 Huang.:“ 人 中 研究 了 牛顿 法 和 基于 DF DFT 方法 用 于 STRC/OFDM 系统 信道 
佑 计 的 等 价 人 性 。 其 结果 可 以 为 开发 新 算法 提供 思路 。 





8.13 ASHE Rin Bem (CC - FFT) 


HEI (Method of Moment, MoM) 是 一 种 分 析 天 线 的 有 效 方法 全 OM BP 。 

Ato be RE Dig foi Hi n EB d ( Conjugate — Gradient FFT, CG - FFT) 顺利 地 用 来 分 
析 一 个 大 规模 周期 偶 极 阵列 。 在 MoM 天 线 分 析 中 ， 它 提高 了 共 因 梯度 (Conjugate - 
Gradient, CG) 迭代 法 中 和 矩阵 — 回 量 相 乘 的 运行 速度 。 此 外 ， 将 一 个 等 价 的 子 阵列 
预 处 理 需 与 CG - FFT 分 析 过 程 相 结合 可 以 减少 迭代 步骤 与 迭代 过 程 的 CPU 处 理 
时 间 。 

将 共 斩 梯 度 法 与 快速 傅 里 叶 变 换 相 结合 的 方法 ( 即 CG - FFT) Ze Ab BE >) fa 
型 阵列 时 具有 很 高 的 效率 ， 这 是 因为 它 的 计算 复杂 度 可 以 减少 到 ON log, N) "P, 

在 参考 文献 [KA] 中 ，CG -FMM - FFT 被 应 用 到 了 一 个 由 任意 几何 形状 阵列 
元 素 构成 的 大 规模 有 限 周 期 阵列 天 线 中 。 此 外 ， 也 对 该 子 阵列 预 处 理 融 与 大 规模 有 
限 周 期 天 线 的 CG -FMM - FFT 分 析 中 的 邻近 组 预 处 理 带 的 性 能 进行 了 比较 。 

还 人 研究 了 快速 多 极 子 法 - 快速 傅 里 叶 变 换 (Fast Multipole Method - FFM, FMM - 
FET) 与 预 处 理 融 结合 的 方法 ， 并 将 其 应 用 于 大 规模 周期 天 线 问题 的 分 析 中 。 

DFT (通过 FFT 实现 ) 已 被 应 用 与 多 种 语音 编码 硕 中 ， 或 者 利用 时 域 混 二 消 
除 (Time Domain Aliasing Cancellation, TDAC) 技术 实现 "(利用 MDCT/ 
MDST) 或 者 利用 一 个 心理 声学 模型 开发 出 来 。 下 面向 要 回顾 上 述 内 容 。 





























8.14 ”改进 型 离散 余弦 变换 (MDCT) 





参考 文献 [D1, D2] 给 出 了 几 种 已 开发 的 改进 型 离散 余弦 变换 ( Modified Dis- 
crete Cosine Transform, MDCT) hÆ., MDCT 与 改进 型 离散 正弦 变换 (Modified Dis- 
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crete Sine Transform, MDST) Tib FAVE Pr / 28 6 dg hd P dE T BI E ER S DS ( Time 
Domain Aliasing Cancellation, TDAC) m AY Ju ze ue SS pU , 这些 也 被 称 为 
“TDAC 变换 ”，Princen 、 Bradley 和 Johnson. P 为 偶 禾 加 和 奇 著 加 分 析 / 综 合 系 统 定 
义 了 两 类 MDCT! P2920, 047, D49] . 

Dali] FE & AE (Modulated Lapped Transform, MLT)‘™°! 用 于 视频 和 音频 压缩 
(MPEG - 1/2 音频 和 村 比 AC —3 (SLA 8.26 和 图 8.27) ) 中 的 块 变换 编码 。 目 前 
已 开发 出 了 几 种 形式 的 MLT， 称 作 TDAC, MDCT 和 余弦 调制 滤波 器 库 ( Cosine- 
Modulated Filter Bank, CMFB) ( 见 表 8.1)。MPEG -1 音频 层 1-3 ( 见 表 8.2、 图 
8.28 和 图 8.29), MPEG - 2 音频 层 1 -4、MPEG -4 音频 部 分 、 MPEG -2 AAC 
(ACC 用 于 MPEG -2 第 7 部 分 和 MPEG -4 第 3 部分) 音频 部 分 (ILE 8.30 和 
8.31) 与 杜 比 AC -3 都 利用 CMEB 将 首 频 友 列 从 时 域 变 换 到 子 市 或 变换 域 进行 压 
缩 ( 见 参考 文献 [D37 ] ) 。 


— 


PCM 输 出 





PCM 
输入 


信 





图 8. 25 ”基于 感知 的 编码 硕 框 网 
(参考 文献 [D33] © 1995 IEEE) 


利用 FFT 的 MDCT 


分 解 滤波 器 库 


尾数 量化 


量化 的 尾数 包 络 


AC-3 帧 格式 化 


图 8.26 AC-3 (音频 编码 -3) 编码 器 (—) ( 杜 比 实验 室 ) 
(参考 文献 [Ds1] © 2006 IEEE) 





编码 的 AC-3 比 特 流 
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AC-3 帧 同步 、 符 号 误差 检测 和 帧 解 格 式 


量化 的 尾数 
尾数 解 量化 
尾数 


合成 滤波 器 库 


编码 的 AC-3 比 特 流 一 一 





利用 FFT 的 逆 MDCT 


图 8.27 AC-3 (音频 编码 -3) 解码 器 (二 ) ( 杜 比 实验 室 ) 
(参考 文献 [D51] © 2006 IEEE) 


表 8.1 音频 编码 标准 中 CMFB 的 公式 与 分 类 (参考 文献 [D45] © 1999 AES) 





种 类 MCT 对 标准 中 的 CMFB 
N-1 m N 
X, = È scos | ay (20 +1 o +1) | MPEG _ IV 
TDAC |x = SN x cos | = (2 1 + ts 1) | ise iie rcp 
RU oC 13g "Dy MPEG 层 3， 第 二 多 
M E -0,1, 7, 5- - 1, fln - 0,1, M MEUS 





N-1 


X, = Yves | n +1)(2k +1) | 


N/2-1 


i. = 2, X,cos T (2n +1) (2k +1) | 


SE a oes dos ed ec eed 


TDAC 2 
ze 
分 里 Nel 
B T 
X, = Dances n +1 +N)(2k +1) | 


N/2-1 


js È Xeos [n +1+N)(2k +1) | 


Mk - 0,1, 5- i ll SO des Ee 
N-1 m N 
n- Selge Heen] 
k 2,008 N n 4 ( 十 ) 


N/2-1 


多 相 滤波 器 库 。 = 之 Yes[ 人 -六 JozrD] 


N 


ME o0, 1,5 1, in 50, N E 


AC -3 短 变 换 1 


AC -3 短 变 换 2 


MPEG Je 1, 2 
MPEG 层 3， 第 一 级 


TE: TDAC, Time Domain Aliasing Cancellation, 时 域 混 炙 消除 MCT, Modulated Cosine Transform, él i] KY 
余弦 变换 ， MLT, Modulated Lapped Transform, ， 调 制 的 重合 变换 ; CMFB, Cosine Modulated Filter 
Bank, RIZVA mi Je X as FE 0 


采样 频率 /kHz 
最 小 编码 /解码 延 民 [ms 
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% 8.2 MPEG -1 各 层 规格 


32, 44.1, 48 32, 44.1, 48 32, 44.1, 48 

















— MUSICAM YE MUSICAM 滤 MUSICAM 滤 
i 波 器 库 (32 Tij) 器 库 (32 FH) 器 库 和 MDCT 
采样 频率 32kHz FE 
uu p 500 27.7 (3518 点 MDCT) 
波 需 库 的 带宽 /Hz 
hee ee E 
心理 声学 模型 1 或 2 
1024 点 FFT 
dicic BO (ETE AE aid IUIS 信 理 声学 模型 1， 1024 和 
iic ed ETT 3 心理 声学 模型 1 ; 
KH IEEE 2248 AS SEE aR ZEE 25 Ap EORR 
( 粗 频率 分 辨 率 ) ( 细 频 率 分 辩 率 ) 256 点 FFT， 心 理 声学 模型 ? 
PT ITT ^ 36 个 样本 的 块 (3 个 
" " gei a 块 大 小 自 适应 的 以 
比特 分 配 市 取 一 个 有 12 个 样本 的 块 | 相 邻 的 有 12 个 样本 的 块 ) 
、 适应 预 回 声 处 理 
( 2384 输入 样本 ) ( 23 x384 21152) 
量化 一 致 不 一 致 
Aib Fat f f 是 
128kbit/s 的 立体 声 比 
384kbit/s 的 立体 声 256kbit/s 的 立体 声 
主观 测试 表现 RRF, JE IÉ MOS 
i 比特 率 下 表现 很 好 比特 率 下 表现 很 好 i 





提高 了 0.6 分 





ik: MOS, Mean Opinion Score, 平均 意见 分 。 


分 析 
滤波 器 库 


缩放 因子 信息 量化 的 样本 








比特 和 缩放 因子 
的 分 配 和 编码 


音频 输出 合成 滤 比特 和 缩 B 多 路 
放 因子 解码 解 量化 | | 分 用 


图 8.28 MPEG -1 音频 编码 器 与 解码 器 (CAI. WE) 结构 





(参考 文献 [D33] © 1995 IEEE) 
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带动 态 窗口 的 MDCT 





速率 与 失真 控制 环 
= 缩放 器 [ | Huffi i 
MDCT 一 | 和 量化 器 iur I 













音频 输出 LIE j Huffman 
解码 





侧 信 息 解 码 





图 8.29 MPEG -1 第 焉 层 音频 编码 天 与 解码 融 结 构 
(参考 文献 [D33] © 1995 IEEE) 

在 国际 音频 编码 标准 (MPEG 系列 和 H. 262) 和 许多 商业 音频 播放 产品 ， 如 日 
本 索尼 公司 的 MiniDisc/ ATRAC/ATRAC2/SDDS 数字 音频 编码 系统 (ATRAC， 
Adaptive Transform Acoustic Coding， 目 适应 变换 声学 编码 ) KE ATAT 公司 的 PAC 
(Perceptual Audio Coder, JE Xr ghi) /美国 明 讯 科技 (Lucent Technology) 公 
司 的 PAC/ 增 强 PAC/ 多 通道 PAC F, MDCT 都 为 基本 处 理 模 块 以 获得 高 压缩 率 
( 见 表 8.3 和 表 8.4) P1, 

这 里 我 们 集中 考虑 如 何 用 FFT 实现 各 种 形式 的 MDCT fI IMDCT ( 逆 MDCT) 。 

图 8. 25 给 出 了 利用 上 听觉 掩蔽 效应 基于 感知 的 编码 项 。 幅 度 分 辨 座 与 由 此 得 到 
的 比特 分 配方 法 和 每 个 临界 频带 的 比特 率 ， 可 由 信 掩 比 (Signal - to - Mask Ratio, 
SMR) 与 频率 的 关系 得 出 。SMR 可 通过 对 竺 编码 音频 块 进 行 基 于 FFT (如 1024 后 
FET) 的 详 分 析 得 出 。 关 于 频 域 编码 融 与 子囊 /变换 系数 的 动态 比特 分 配 的 内 容 详 
见 参考 文献 | D33 ] 。 

美国 高 级 电视 业 顾 问 委 员 会 (Advanced Television Systems Committee, ATSC) 
的 DTV 标准 包括 数字 高 清 电 视 (High Definition Television, HDTV) 和 标清 电视 
(Standard Definition Television, SDTV), ATSC 音频 压缩 标准 为 AC -3 ( 见 参 考 文献 
D51, D52]) , 。 春 需 下 载 标准 请 访问 http: //www. atsc. org/standards/ 。 

编码 预 处 理 模块 〈( 见 图 8.32) 给 出 了 图 8.30 所 示 的 增 量 控制 的 细 市 信息 。 解 
码 后 处 理 模块 ( 见 图 8.33) 给 出 了 图 8.31 所 示 的 增 量 控制 的 细节 信息 。 注 意图 
8.31 和 图 8. 32 所 示 的 256 或 32 点 MDCT 和 1IMDCT 是 通过 FFT 实现 的 〈 见 图 8. 33 
和 图 8. 34)。 
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输入 的 音频 信号 


MPEG-1 
心理 声学 模 
型 2 
增益 控制 
感知 模型 


滤波 器 库 
MDCT 


图 例 


数据 — 
控制 ”一 一 





(基于 FFT ) 










暂 态 噪声 抑制 


强度 /耦合 
前 一 帧 的 
量化 频谱 


13818-7 
编码 
音频 流 


M/S 工具 将 频谱 对 
从 中 / 侧 ( 或 和 / 差 ) 转 


过 代 回路 IAEA 


速率 /失真 


控制 
过 程 


图 8.30 MPEG -2 AAC 编码 器 框图 
(参考 文献 [D39] © ISO. 本 资料 转载 自 ISO/IEC 13818 -7: 2006， 以 国际 标准 化 组 
AY (ISO) 名 义 经 美国 国家 标准 协会 (ANSI) 许可 。 未 经 ANSI 授权 不 得 以 任何 形式 进行 
复制 或 转载 ， 如 利用 电子 恢复 系统 ， 或 使 其 在 因特网 、 公 共 网 络 中 传播 。 该 标准 的 副本 可 
于 ANSI 购买 ， 地 址 : 25 West 43 Street, New York, NY 10036 (212) 642 -4900, http: // 


webstore. ansi. org) 
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图 例 


数据 — 


控制 





—> 


I 


13818-7 编 码 音频 流 mm 


Rite Bet RR, 算法 与 应 用 





无 噪声 编码 
















缩放 因子 
fil 


/S 
A^ 


强度 /耦合 


(中 侧 RA) 





暂 态 噪声 抑制 





滤波 器 库 
IMDCT 


输出 的 音频 信号 
增益 控制 





图 8.31 MPEG -2 AAC 解码 器 框图 


(参考 文献 [D39] © ISO. 本 资料 转载 自 ISO/IEC 13818 -7: 2006， 以 





国际 标准 化 组 织 (ISO) 和 名义 经 美国 国家 标准 协会 (ANSI) 许可 。 示 经 AN- 
SI 授权 不 得 以 任何 形式 进行 复制 或 转载 ， 如 利用 电子 恢复 系统 ， 或 使 其 在 因 
特 网 、 公 共 网 络 中 传播 。 该 标准 的 副本 可 于 ANS 购买 ， 地 址 : 25 West 43 
Street, New York, NY 10036 (212) 642 -4900, http: //webstore. ansi. org) 
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表 8.3 滤波 器 库 特 性 比较 (参考 文献 [D38] © 1997 AES) 
寺 性 层 1 层 2 层 3 AC=2 AC-3  ATRAC® PAC/MPAC 
混合 混合 
类 型 POMF PQMF PQMF/ MDCT/MDST MDCT QMF/ MDCT 
MDCT MDCT 
48kHz 下 的 频率 分 解 /Hz 750 750 41. 66 93. 75 93. 75 46. 87 23. 44 
48kHz 下 的 时 间 分 解 /ms 0. 66 0. 66 4 1.3 2. 66 1.3 2. 66 
脉冲 响应 (LW) 512 512 1664 512 512 1024 2048 
脉冲 响应 (SW) = — 896 128 256 128 256 
48kHz 下 的 帧 长 [ms 8 24 24 32 32 10. 66 23 





iE: LW, Long Window, KH; SW, Short Window， 短 窗口 。 





(D ATRAC 工作 于 采样 频率 为 44. 1kHz 时 。 为 便于 比较 ， 帧 长 度 与 冲击 响应 的 数值 是 当 ATRAC 系统 工作 


于 48kHz 时 得 到 的 。 


表 8.4 现 有 音频 编码 系统 比较 (截止 1997 年 ) (参考 文献 [D38] © 1997 AES) 


比特 率 





质量 复杂 性 主要 应 用 起 用 年 份 
MPEG - 1 JE 32 —- A48 kb/s 192kb/s/ch 
" 低 enc/dec DCC 1991 
1 total 下 质量 好 
MPEG - 1 层 32 ~ 384kb/s 128kb/s/ch 
i 低 解 码 避 DAB, CD-I, DVD 1991 
2 total 下 质量 好 
MPEG - 1 层 32 ~320kb/ 96kb/s/ch ALARME 
一 上 HS d S s/c " l R 
à i 下 质量 好 AAS a 广播 系统 1993 
tota 中 里 E» 
和 因特网 音频 
128 ~ 192 128kb/s/ch 
杜 比 AC -2 = 低 enc/dec 点 对 点 ，cable 1989 
kb/s/ch 下 质量 好 
384kb/s/ch ! 点 对 多 点 
杜 比 AC -3 32 ~ 640kb/s = ASPENS at 1991 
下 质量 好 HDTV. cable. DVD 
索尼 ATRAC z ]40kb/s/ch 低 enc/dec MD 1992 
AT&T PAC 低 解 码 器 
m 非常 低 oe 
APT - X100 固定 压缩 1:4 录音 室 专 用 1989 
enc/ dec 


lE: enc/dec, encoder/decoder, 2H 1548/15 48; DCC, Digital Compact Cassette, Z^ x x Ii oe zd BL; 


MD, ，MiniDise， 迷 你 光盘 。 
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窗口 序列 (window _ 增益 (gain ) 








sequence) 控制 (control _) 
数据 (data) 
256 或 32 
MDCT 
256 或 32 
MDCT 
256 或 32 
MDCT 
256 或 32 
MDCT 
增益 "m uH 
检测 器 增益 控制 时 间 信 号 
预 处 理 
图 8.32 MPEG -2 AAC 编码 器 预 处 理 模块 框 网 
(参考 文献 [D35] © 1997 AES) ”PQF 一 多 相 正 交 滤 波 器 
窗口 序列 (window _ 
sequence) 
增益 (gain_) —A 
控制 (control_) || 增益 控制 工具 
数据 (data) ial 
2560% 32 | | 
IMDCT L 
HL 
MDCT 
倒转 IMDCT 输出 的 PCM 
数据 


2569k32 C] 
一 上 
频谱 256 或 32 
倒转 [^| IMDCT |] 
ZEE: WIE RA 


图 8.33 MPEG -2 AAC 解码 器 后 处 理 模块 框图 
(参考 文献 [D35] © 1997 AES) IPQF—J3X ZJHIESZ UEJE RE 
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输入 缓冲 器 


FFT (长 和 短 ) 


(长 窗口 大 小 2048， 
短 窗 口 大 小 256) 


滤波 器 库 的 
延迟 补偿 
计算 不 可 预测 的 尺寸 CW 
计算 阐 值 (第 1 部 分 ) 





计算 感知 粹 







SMS ~ “swi 29 " 
用 长 块 FRAME > “switch pe"? 用 短 块 
- 


CT 


计算 阔 值 (第 2 部 分 ) SPRL 


— APSR EIR BELGE). ERAS AY. EXTUS 
"if (blocktype(n) == SHORT TYPE && blocktype(n— 1) == START_TYPE);” 


BU 





输出 缓冲 器 : 块 类 型 BOO), RR. BIS 


图 8.34 心理 声学 模型 框图 


8.15 Bil TDAC 


BEH MDCT Aaya JN TDAC we SCA PP 
N-I 


XMPCT (k) = 2, s (n) cos | (n + ny) (k +>) k -20,1,:-, N -I1 


(8.35) 
UB, x(n) 为 输入 信号 (1) 在 采样 点 处 的 量化 值 ，N 为 采样 块 的 长 度 ; m = 
外 /+ 为 需要 进行 混 秋 消除 的 相位 项 ，x(n) 表示 第 ”个 采样 点 值 。 


MDCT 可 利用 FFT 如 下 实现 ; 
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fe [Go ew ( - 5] rer 5% 
FFT [x Gi) exp (- 152)] = Yn) = R(k) + jOCk) (8.36) 
RP, RO) MOC) 分 别 为 X(k) 的 实 部 和 虚 部 ， 则 
DCT ( k) = RUD eos [T (+ E Osin [T (V L.)] (8.37) 
UE AA : 
FFT [x(n) exp (- 5") 


N- ; 
Y. (n)exp (- m). exp (- | 


N 
N-1 


= Pr) exp |- | 


N-1 
= 2, s(n) cos Eu +5) |- jE «Gsm T Ch +>) 
= R(k) +jQ(k) (8. 38) 


XMPCT(L) = R(k)cos aot i) Q( k)sin [e ++) 


= Yao) cos Boe + L) feos ear = Hj- 


2 N 2 
sin (s $ +) [sin [人 十 i 
: soos [5 +n (t+ 1) (8. 39) 


即 式 (8.35), BI 8.35 给 出 了 上 述 过 程 的 流程 图 。 
IMDCT 定义 如 下 








N-1 
x(n) = x D, X97 h) cos | (n +m) (k «1| n -0,1,:-:,N -1 
k=0 


(8.40) 
可 以 通过 IFFT XM, Kie, S 


a. = IFFT | X"PCT (k) exp dl n-20,1,-,N-1 (8.41) 
x(n) = r(n)cos 


Pe (8. 42) 


XB, r(n) Maln) AHA &(n) BJSCHIURUS T 


E 
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RI x(n)e IN NA 
x(n) e Jnn/N FFT 


T RO] s 
cos[2 x (i+ 5) No! N | 3E Hp 


yMDCT X(k) 
o P : = R(k)+jQ(k) 
APA QU 。 
sin [2x (x+ 3) No! N] n" 


图 8.35 wit FFT SCA TDAC 的 框图 


MDCT 已 被 用 于 AC -3、AAC、MPFG -1 第 3 层 第 2 级 , MPEG -4 音频 部 分 和 
ATSC 的 HDTV | P16. D18, D20, D31, D32, D38 - D40, D43, D45, D47 - D50 | s 除 FFT 以 外 , 已 经 开 
发 出 了 多 种 实现 MDCT/MDST 及 其 逆 的 高 效 快 速算 法 :22508091。 参 考 文献 
[D47] 中 给 出 了 一 种 用 整数 实现 的 MDCT， 称 作 IntMDCT。 后 者 保留 了 许多 MDCT 
比较 好 的 特性 ， 提 供 了 非常 好 的 重建 性 、 块 交 有 于、 临界 采样 ， 以 及 较 好 的 频率 选择 
性 和 快速 算法 。 其 额外 的 作用 是 在 无 损 音频 压缩 中 的 应 用 - 闪 ” 。 

请 详细 研究 参考 文献 [MI3] 的 图 11. 15 所 示 的 MATLAB 仿真 和 图 11. 18 所 示 
的 使 用 DCT 和 MDCT 的 波形 编码 。 














8.16 ”感知 变换 音频 编码 器 (D3. D 


对 音频 信号 感知 炉 (Perceptual Entropy, PE) 的 估计 是 由 几 种 众所周知 的 噪声 
掩 责 方法 结合 得 来 的 。 这 些 方法 与 一 种 启发 式 的 音频 激励 短期 频率 掩 项 模型 相 结合 
用 于 音调 估计 。 每 一 个 短期 音频 激励 段 的 感知 精 ， 由 编码 该 音频 信号 短期 功率 谱 所 
需 的 比特 数 结合 捧 项 模型 等 级 处 填 加 噪声 所 需 的 分 辩 率 而 估计 得 出 。 图 8. 36 给 出 
了 关于 感知 精 计 算 的 详细 内 容 。 加 徐 与 频率 变换 是 通过 一 个 汉 宁 (Hanning) BUR 


搂 一 个 长 度 为 2048 的 实 - E FET 并 保留 前 1024 个 系数 来 实现 的 《de Cs I 


率 处 的 系数 算 作 一 个 ) 。 临 界 频 市 分 析 用 于 计算 掩蔽 门限 。 傅 助 于 FFT 可 知 ， 功 率 
谱 为 P(w) [Re?^(o) +Im (wo)]。 其 中 ，Re (w) +jlm (w) X DFT 系数。 通过 将 
不 同 频 段 功率 谱 相 加 ， 可 得 临界 频 寓 。 

PE 方法 能 够 很 好 地 佑 计 出 基于 人 耳 听 党 系 统 的 音频 信号 比特 率 的 下 限 。 关 于 
这 部 分 的 详细 内 容 见 参考 文献 [D3，D4 ] 。 

炉 编码 感知 变换 编码 器 最 初 是 为 单 声 道 信 号 开发 的 ”'” ， 后 来 扩展 到 了 立体 
Pipe! ( 见 图 8.37)。 后 者 ， 同 时 利用 了 立体 声 信 号 的 宛 余 与 听觉 环境 中 的 声 
音 混合 效应 ， 该 效应 使 得 编码 立体 声 信 号 的 比特 率 远 小 于 单 声 道 信 号 编码 比特 率 的 
两 倍 。 
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I | 短期 功 


xa | _ 率 谱 临界 “| 巴克 (Bark) 频 庶 
输入 信号 | mA 界 
一 一 E wit TS aR HL 


"m Alpha |) [B EIE 
音调 计算 和 步 长 计算 


en RÀ 
功率 谱 计 算 比特 率 


阐 值 计算 过 程 





PE 的 统计 数据 
(均值 .最 大 值 等 ) 


图 8.36 EA (PE) 的 计算 
(参考 文献 [D4] © 1988 IEEE) 


: 
Huffman lH HR 


(传输 ) 压 缮 和 


量化 信号 ”0 位 压缩 
[= Q 调整 
右 — A | 量化 器 (调整 ) 


1024 点 复合 谱 


1024 点 复合 谱 


HE TEE 


图 8.37 SEPXFM 编码 需 框 图 (Sr SES A 2 ES BP ER A AE ie i Ss HF) 
(参考 文献 [D6] © 1989 IEEE) 









IT Hs A 
UDI | 调整 比特 率 








E f 


8.17 OCF 编码 器 


最 优 频 域 (Optimun Coding in the Frequency - domain, OCF) ata gs 19! 使 用 
Y ABC ELS Sik 55 LAG D i 5 ROR A Zi it 26 168 HES IK E e HE E xd Dy ZB f dpi HS 
( Low — Complexity Adaptive Transform Coding, LC - ATC) 5 OCF 编码 大都 使 用 了 变 
换 编码 以 去 除 宛 余 和 高 度 适 应 感知 。OCF 编码 器 框图 如 图 8. 38 所 示 ， 解 码 器 框图 
如 图 8. 39 所 示 。 输 入 信号 经 过 加 窗 处 理 ， 并 用 改进 型 离散 余弦 变换 (Modified 
DCT, MDCT) 进行 变换 ，MDCT 被 用 作 一 个 临界 采样 滤波 融 。MDCT 利用 FFT 实 
BL, OCF fetat PIIR ( 即 IMDCT) 利用 IFFT 实现 。 
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开 窗 和 转换 


掩蔽 阔 值 的 计算 E. e 


| eee 
增加 量化 器 步 长 
rE 









oe RRS NR 






编码 


逆 量 化 


实际 失真 与 掩蔽 闵 值 的 对 比 


图 8. 38 OCF 编码 器 框图 
(参考 文献 [D10] © 1990 IEEE) 


谱系 数 放大 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
y 





多 路 分 用 
Hufftman 解 码 器 












放大 系数 , 量化 器 步 长 





逆转 换 
交合 和 存储 


图 8.39 OCF 解码 器 框图 
(参考 文献 [D10] © 1990 IEEE) 


8.18 NMR 评估 系统 


在 男 一 种 应 用 中 ，FFT 用 于 基于 噪 撼 比 (Noise -to - Mask Ratio, NMR) Af 
蔽 标识 (masking flag) 的 客观 量化 噪声 可 听 度 评估 方法 2 。 它 使 用 1024 采样 点 
的 汉 宁 窗 FET 计算 每 512 个 采样 点 (11. 6ms, KXK 44. IkHz) 。NMR 评估 系统 
框图 如 图 8. 40 所 示 。 
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FFT 
掩蔽 国 值 和 PC 
误差 谱 
FFT 


图 8.40 NMR 评估 系统 框图 
(参考 文献 [D10] © 1990 IEEE) 


8.19 移动 接收 痛 频 编码 希 








CCETT [27 1 开发 了 一 个 48 kHz 采样 率 、 工 作 于 编码 正 交 频 分 复 用 (Coded Orthogo- 
nal FDM, COFDM) 广播 系统 上 的 子 剂 音频 编 码 系统 。 该 系统 致力 于 制作 有 声 节 目 和 降 
低 比 特 率 ， 包 括 信道 编码 与 调制 。 优 化 的 子 带 编 解码 器 框图 如 图 8. 41 所 示 。 
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| 码 
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Nm 48kHz 立 体 声 数字 音频 信号 


图 8. 41 优化 的 立体 声 子 这 编码 融 (E) ARS (下 ) 
(参考 文献 [D7] © 1989 ITU) 
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处 理 立 体 声 的 子 带 编 码 器 可 在 一 个 与 VME 总 线 兼容 的 欧 标 板 的 DSP 上 实现 。 
8.20 BRE RASH AEM Rik E A8 (ASPEC) 


TERRACE XB Hon A I ZR 5 53 d HI ( Masking Pattern Universsal Subband Inte- 
erated Coding and Multiplexing, MUSICAM) 中 所 述 ( 见 本 章 8.23 19), ， 高 质量 音乐 
言 号 的 自 适 应 功率 谱 感 知 编码 (Adaptive Spectral Perceptual Entropy Coding of high 
quality music signals, ASPEC (P>: 0 是 另 一 种 音频 编码 标准 ， 它 被 ISO 选用 作 广 泛 
的 音频 测试 用 于 MPEG 音频 中 可 行 的 应 用 。MUSICAM ( 指 子 带 算法 ) 被 选 作为 基本 
的 MPEG 音频 部 分 ， 而 ASPEC 的 心理 声学 模型 被 融入 MPEG 首 频 编码 标准 中 。AS- 
PEC 结合 了 许多 其 他 高 性 能 首 频 编码 系统 的 思想 ， 这 些 编码 标准 由 德国 埃 尔 其 根 大 
“e/a 37 IRA UM (University of Erlangen/ Fraunhofer Society)、 美 国 AT&T 贝尔 
(Bell) 实验 室 (PARTS At). TED BC E TTBERERIH StH (University of Han- 
nover/ Thomson Consumer Electronics) 和 CNET PY! 3H, ASPEC 同时 满足 了 ISO 包 
层 协 以 的 所 有 需求 。 下 面 给 出 了 单 通道 编码 融 (ILB 8.42) ERA (ILEI 8. 43) 
的 框图 。 其 中 ， 滤 波 盏 通过 改进 型 离散 余弦 变换 (MDCT) 来 实现 。MDCT 将 2n 个 
时 域 采 样 点 变换 为 n 个 频 域 变换 系数 ， 即 (下 采样 ) 为 n 个 时 域 采 样 点 的 块 。 每 一 































块 缓冲 器 、 综合 分 析 来 进行 ASAT WIS | 比特 流 
信息 、 串 行 比特 
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图 8.42 MIÉ ASPEC 编码 器 框图 
(参考 文献 [D17] © 1991 AES) 











比特 流 | 比特 流 多 路 分 用 ARE AL 

“| ”和 差错 管理 TBR Ga |16 比特 PCM 
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加 权 因 子 


图 8.43 PAIGE ASPEC 解码 器 框图 
(参考 文献 [D17] © 1991 AES) 
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Hagen i a IMDCT 将 了 个 变换 系数 映射 为 27 个 时 域 采 样 
点 。 一 个 重合 和 相 加 的 操作 能 够 消除 由 下 采样 产生 的 混 共 效应 (属于 TDAC ) 。 











MDCT 为 
2n-1 
XQ) = X0) 00 cos [Ek +1 +n) 2m +1) | 
i e d oh md (8.43) 
Spon bei iai ip aes ae ae MR 
n—-1; Ak) HIMA ea, k= Qo00,2n-10; X,(m) 为 第 m 个 变换 系数 ，m = 
0，1，…, nn 一 1。 其 中 的 aa aes 
fk) = sin [FH A ER (8. 44) 
IMDCT 为 
n-l 
ys(p) = fp) È X, (m)eos | (2p +1 +n) (2m +1) | 
m=0 n 
p = 0,1,-:-,2n - 1 (8.45) 
AA 
x(q) =¥,-1(¢ +n) *yy(q) q70,01,:,n-1 (8. 46) 


在 已 开发 的 几 种 实现 MDCT 及 其 逆 变 换 的 快速 算法 中 ， 有 一 种 高 效 的 算法 是 
利用 FFT 实现 的 。 用 于 计算 为 子 带 变换 系数 分 配 比 特 的 掩 项 门限 的 人 类 听觉 系统 
心理 声学 模型 是 基于 FFT 的 :2271 。 








8.21 残 差 激 励 线 性 预测 (RELP) ABA 


FFT 另 一 种 应 用 为 残 差 激励 线性 预测 ( Residual Excited Linear Prediction, 
RELP) Egs (ILEI 8.44) ， 关 于 声 码 器 更 详细 的 内 容 见 参考 文献 【D30 ] 。 








图 8.44 基于 FFT AY RELP 声 码 器 
(参考 文献 [D30] © 1994 IEEE) 
a) 发 射 机 b) 接收 机 
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8.22 fsa 





同 态 信号 处 理 ， 如 同 态 反 卷 积 ， 可 以 用 于 测试 声 道 特性 ， 以 及 从 激励 中 提取 信 
号 .20 。 同 态 声 码 器 的 主要 思想 是 将 声 道 和 激励 对 数 幅 度 谱 结合 可 以 产生 语音 对 数 
幅度 谱 。 

图 8. 45 给 出 了 一 个 使 用 倒 谱 的 语音 分 析 -合成 系统 。 语 首 对 数 幅 上 度 谱 的 IFFT 
可 以 产生 倒 谱 序列 Ce(n)。 可 以 看 出 ,与 原点 相近 的 倒 谱 (“que -frency”) 样本 与 
声 逢 相关 。 这 些 系数 可 以 使 用 一 个 倒 详 窗 提取 。 倒 详 窗 的 长 度 必 须 小 于 最 短 的 基 音 
周期 。 还 可 以 看 出 ， 对 于 浊音 ， 倒 谱 序 列 在 基 音 周期 处 有 较 大 的 采样 值 。 因 此 ， 可 
以 通过 倒 谱 来 估计 基 频 。 


x(n) Ce (n) 
一 | 数据 窗 FFT log (l ) IFFT 倒 谱 窗 
a) 


激励 

















b) 
图 8.45 一 个 同 态 语音 分 析 - 合成 系统 
(参考 文献 [D30] © 1994 IEEE) 
a) 分 析 b) 合成 


合成 右 对 倒 谱 进行 了 FFT 并 对 其 结 采 的 频率 分 量 进行 指数 运算 。 对 这 些 分 量 
作 IFFT 可 得 该 声 道 的 冲 激 啊 应 ， 将 该 冲 激 啊 应 与 激励 卷 积 可 以 产生 合成 说 首 。 尽 
管 倒 谱 声 码 毅 目 提 出 后 未 能 得 到 许多 应 用 ， 但 基于 倒 谱 的 基 音 和 声 道 佑 计 法 已 得 到 
了 许多 语音 处 理 其 他 方面 的 应 用 。 此 外 ， Chung 和 Schafer LDS, D12] 的 报告 指出 ， 将 
同 态 反 卷 积 与 分 析 - 合成 激励 模型 相 结合 可 以 产生 4. Skb/s 上 的 高 质量 语音 ”1 。 

















8.23 ” 掉 菩 模式 通用 子 市 集成 编码 与 复 用 (MUSICAM) 





Aw II0“ 开 发 数字 音频 编码 标准 ”的 提议 ， 有 14 家 公司 提交 了 了 提案。 由 
于 这 些 提案 具有 相似 性 ， 因 此 将 这 些 公司 分 成 了 四 个 人 研发 小 组 。 最 终 选 出 了 两 种 编 
码 算法 (MUSICAM 一 一 子 带 编码 ，ASPEC 一 一 谈 换 编码 ;，ASPEC 在 8. 20 节 已 经 介 
绍 过 ) 由 瑞典 广播 公司 (位 于 瑞典 斯 德 哥 尔 译 ) 进行 全 方位 测试 。 根 据 11 种 性 能 
( 除 过 ISO 包 层 协议 的 系统 需求 .WW ) 的 得 分 经 相应 加 权 因 子 加 权 后 得 到 的 平均 分 ， 
掩 敬 模式 通用 子 币 集成 编码 与 复 用 (Masking - pattern Universal Sub - band Integrat- 
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ed Coding and Multiplexing, MUSICAM ) 获得 的 分 数 比 ASPEC 高 近 6% (UL 
8.5) [D15] 

MPEG 音频 :50 是 两 个 组 联合 的 结果 ， 通 过 结合 两 个 算法 (MUSICAM 和 AS- 
PEC) 最 高 效 的 部 分 得 到 了 一 个 标准 算法 。 

由 法 国 、 荷 兰 和 德国 的 工程 师 :254 开 发 的 子 带 编码 方案 MUSICAM 是 基于 人 类 
听觉 感知 的 ， 即 人 耳 的 时 域 和 频 域 掩 珊 殖 应 ( 见 图 8. 46) 。 

滤波 融 产 生 了 音频 信号 的 子 袖 信号 (对 于 时 域 掩 菩 效 应 很 有 用 )。FFT 与 音频 信号 
的 滤波 并 行进 行 ， 以 对 子囊 进行 动态 比特 分 配 。 通 过 结合 FFT 的 高 频 域 分 辨 率 和 缩放 因 
子 的 高 的 时 域 分 辨 率 ， 可 以 从 时 域 和 频 域 两 个 方面 精确 佑 计 出 人 耳 的 手下 门限 。 
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图 8.46 MUSICAM 编码 器 (上) 与 解码 器 (下) 流程 图 
(参考 文献 [D11] © 1990 IEEE) 


表 8.5 主观 与 客观 测试 得 分 (参考 文献 [D15] © 1990 IEEE) 
算法 ASPEC MUSICAM 
主观 测试 2942 
客观 测试 5408 
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8.24 AC -2 音频 编码 器 


美国 杜 比 实验 室 开发 的 数字 音频 编码 占 称 作 杜 比 AC - 2。 对 于 16 比特 
PCM ， 其 采样 频率 为 32、44.1、48 kHz， 对 应 的 压缩 率 分 别 为 5.4:1、5.6:1、 
6. 1:1 [D13, D14, D19, D21, D24] . 

—^ JH eal CERTE SE HE Y APTA del SR, BAH FFT 高 效 实现 。 编 
解码 框图 分 别 如 图 8.47 和 8. 48 所 示 。 正 如 前 文 提 到 的 ，TDAC 和 子 带 分解 (临界 
频带 ) 是 通过 在 重 羡 块 进行 可 选 的 MDCT/MDST 实现 的 。 这 是 偶 徐 加 TDAC，。 


PCM 首 频 输入 | 输入 缓冲 器 
d 













_ 子 带 块 


编码 
音频 输出 差错 控制 


图 8.47 AC -2 数字 音频 编码 需 框 网 
(参考 文献 [D21] © 1992 IEEE) 
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步 长 控制 ni 
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编码 
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图 8.48 AC -2 数字 音频 解码 器 框 网 
(参考 文献 [D21] © 1992 IEEE) 


MDCT/MDST 定义 如 下 


X* (Kk) - IY: (n) eos |n + no) | k 20,1,--,N-1 (8.47) 
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和 


N- 
X*(k) = Ly (n) sin [27 (n + ny) | k 20,1,«,N-1 — (8.48) 








Xu, nm = e aya. 在 TDAC 中 每 一 个 新 的 NRA SZ n Be RR T KE 
块 长 度 的 50% 。 由 于 每 一 个 MDCT 或 MDST 仅 会 产生 N72 个 非 零 变 换 系 数 ， 因 此 
需要 使 用 变换 滤波 器 进行 临界 采样 。 

IMDCT/IMDST 将 这 些 变 换 系 数 转 换 为 NN 个 时 域 交 车 的 首 频 采样 点 : 








N-1 
ns 2, XC (H) cos ETE (n + no) | n =0,1,:,N-1 (8.49) 
k=0 


N-1 
&^(n) = X OD sin [FEEC + no) | n -0,1,:-,N -1 (8. 50) 


FFT 技术 已 经 十 分 高 效 地 应 用 在 MDCT/MDST Kah, FEY MDCT 和 
MDST 看 作 一 个 复数 FFT 的 实 部 和 虚 部 ， 则 仅 用 一 个 FFET 就 可 以 实现 这 两 种 变换 。 
这 部 分 内 容 详 见 8.25 节 和 8. 26 节 。 


8.25 利用 IFFT 实现 IMDCT/IMDST 


N 个 时 域 交 全 的 采样 点 宫 (n) Mi (n) AT FH IMDCT/IMDST 得 出 ， 且 可 以 用 
IFFT 如 下 实现 . 





= jak 
i(n) = Re X X° Ch) esp [Enn + no) | 


= (X [°C exp( 2%] fexp(2%")]) (8.51 


EX [N Xe (k) exp [Por |] 的 IFFT Hy SE ab, 2$ fJ Hb, IMDST 为 





[N xs (I. (PT Js IFFT 的 虚 部 ， 或 者 
poe im IFFT[N X5 (Kk) exp (endl) (8.52) 


式 中 ， m= (F412: X°(k) 4H X^(k) DINA x(n) AY MDCT 和 MDST ( 见 式 
(8.47) 和 式 (8.48)), 
于 [Xe ao e 9] 是 共 统 对 称 的 ， 因 此 式 (8.51) 中 IFPT 的 虚 部 


AE. KWH, &T e (k) exp ome eau cnn 因此 式 (8.52) 中 
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IFFT 的 实 部 为 零 

由 于 式 (8. 51) 和 式 (8.52) 中 的 两 个 IFFT 输出 分 别 是 纯 实数 和 纯 虚 数 ， 因 
此 这 两 个 NN 点 IFFT 可 以 合并 为 一 个 复 W 点 IFFT， 相 比 于 式 (8.51) 和 式 (8.52) 
可 以 降低 一 半 的 加 法 -乘法 运算 量 。 图 8. 49 给 出 了 该 过 程 的 框图 。 
证 明 : 4 N =8 时 


XC(N -k) = - XC (k) Ez1,2,,5--1 (8. 53a) 
(8. 53b) 
X *(0) x€(0) jx $(0) 
X&(1) +X (1) x€(1) + jx8(1) 
X542) (2) xC(2) + jx5(2) = xC (1) — jx S(1) 
X (3) +X (3) xC€(3) + jx $(3) = x€(0) — jx (0) 
X*(4) xC(4) + jx$(4) 
-Y €(3) +X 3) x€(5) + jx $(5) 
-X €(2) +X $(2) x€(6) + jx$(6) 2x€(5) — jx (5) 
-XC(1) +X (1) xE) + jx$(7) 2x€(4) - jx (4) 





图 8.49 利用 IFFT 实现 IMDCT/IMDST (N=8, no = (+ +1 y2, 


W=e PTN, XE W= We) 





2 k N-1 
[ow us) = or d, , d», dz, IP —d; , =d , -di ) (8. 54) 
k=0 


由 式 (8.53) 和 式 (8.54) 可 知 


| C jmkng A 7! C C C C 
X Wap| x J = |X*(0) ,X°(1)d, ,X°(2) d, , X^ (3)d, ,0, 
k=0 





X* (3)d7 ,X°(2)d; ,X°(1)d; | (8.55) 
xb, XC) 便 为 实 值 ， 因 此 [X (4A) exp (P astu, in 
N-1 
&^(n) = Re 2, [| X  (k) exp( j2mkng/ N) | W^ (8.51) 
=0 


&^(n) =Re[ X°(0) « X" (1) d, e" 4 X (2) d, ef^ 4 X°(3) d, eom" 
+ XC (3)d; eilOna/N +X°(2)d} eilann/N , yC ( 1)d; ejl4nT/N 7 
- Re[ X* (0) +X°(1) dj eP? +X (2) dpe" + XC (3) dye 
+X (3)dj e 0TA 4 XxC(2)q7 e Pm + Xe(1) die PP | 
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-Re[ X* (0) +(e, +e, ) +(e, +e) ) + (03 +c ) | (8. 56) 
其 中 
c, EX Ch ug eme k=1,2,…, -1 
H n 为 一 个 整数 。 式 (8.56) 方 括 号 中 的 求 和 结果 为 实数 。 
类 似 地 ， 对 于 MDST 有 : 
X*(0) 20 (8. 57a) 
X*(N-k) =X°(k) k=1,2,, 1 (8. 57b) 


由 式 (8. 57) 和 式 (8. 54) 可 得 


S j2tkn M 一 S S S —- 
[x Wep [ N J = {0,X (1)d,,X (2)d,,X (3) dz ,jX (4), 








k=0 
-X*(3)d;,-X*(2)4; ,-X"(1)dř | (8.58) 
因此 [2 o. exp (PTE ) eges. 
N-1 
& (n) = Im à ex J2mkng m 
(n) = Im Y, [500 pÍ ik |m (8. 59) 


&' (n) 


Im [XS (1)dje * + X5(2)d,e * +X8(3)d,e" 4 4X5(4) 
Im [X (1)dje * + X5(2)d,e * +X8(3)d,e" 4 4X5(4) 


fant 
N 
il2nTr 


- X6(3)d? e^ - X5(2)df e^ * - (dfe * | 
其 中 
- Y9(L j2ank/N _ N 
e, = X5(k) dye E212, -1 


并 且 n 为 一 个 整数 ， 式 (8.60) 的 方 括号 中 的 求 和 结 采 为 虚数 。 
本 书 第 2 章 式 (2.14) PER f mH uri. Ath, CA x(n) 为 虚 序 列 时 ， 其 
N 点 DFT zéJE Su oS ER, BP 


XE( E) = - Xx?" ( 





N N 
D 7 (8.61) 


pak). Beds, 


这 暗示 了 X'(0) AUX? C2) 都 为 虚数 。 给 定 *(n) SX), WA x(n) ext 


( -k), DFT 对 称 性 总 结 如 下 : 
数据 域 e DFT 域 
实 序列 e dtp FK [ 见 本 书 式 (2.14) MÈ (8.56) | 


SL a(n) +x*(n)] 扣 LX"() «XU (71) ]. 由 线性 性 质 得 出 (8. 62) 
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HA, x (n) DTE H 


虚 序 列 e HHE | 见 式 (8.60) 和 (8.61) ] 
3[x(n) -x* (n) e LX* (E) -X" ( -k)] (8. 63) 


APF, x(n) 为 一 个 复数 。 
由 DFT 的 对 偶 性 质 有 : 
Abg ess 


[x(n) -< (N-n) Je LX GO) +X 09] (8. 64) 


例如 (0, 1, 2, 3, 2, 1)e (9, -4, 0, -1, 0, -4) 
Jt SOS Pez 9 


Sll) -x* (=n) ] e SI (o) -XP 09] (8.65) 


Jt 
SLOT PR SMT ER 


N N 
x(, +n) =x( 5 -n) 或 x(n)=x(N-n) nz1,2,- 


SE 


(8. 66) 
例如 x =(3, 4, 2, 1, 2, 4)" 


Me Res 虚 对 称 (8. 67 ) 
例如 (j3 , js j2, 4, j2, Ve (313, -—]25 4, J, 4, —j2) 
EXT IRS EDSEER (HX (8.66) FIEL (8.67) 线性 结合 可 知 ) 


假设 *(0) =x( Ù) =0， 则 可 推出 DFT 更 多 的 反对 称 性 质 和 及 其 道 变换 如 下 


( 见 参考 文献 [IP19] 第 242 页 和 参考 文献 [B23] 第 49 W): 


实 反 对 称 e» 虚 反 对 称 (8. 68) 
例如 (0，1,0，-1) & (0, -j2, 0, j2) 
虚 反 对 称心 实 反对 称 ( 8. 69) 


例如 (0, j, 0，-j) & (0, 2, 0, -2) 
复 反 对 称 e» 复 反 对 称 ” (由 式 (8.68) 和 “(8.69) 线性 结合 可 知 ) 
(8.70) 
例如 (0, 1+j,0, - (1+j)) © (0, 2-j2, 0, - (2-j2)) 


注意 ， 在 式 (8. 68) ~ (8.70) HA X (0) -X'(m) -0, 


8.26 利用 IFFT 实现 MDCT/MDST 


通过 将 MDCT 和 MDST 看 作 一 个 复 IFFT 的 实 部 和 虚 部 ， 则 可 用 一 个 IFFT 实现 
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这 两 种 变换 。 由 式 (8.47) FIÈ (8.48) 中 MDCTZMDST 的 定义 可 知 
N-1 


X°(k) + jX°(k) x x(n) (cos | 5S5 (n + no) |+ jsin| 5 (n + no) |) 





«coe [mtn «np 


I 
3 
| 

M 

x 
2i. 
3 

Ww 

S 
3 


(8.71) 


\ 
/ 
gi 
I 
< 
3 
= 
-— 
c = 
— 
< 
—. 
3 
六 一 


图 8. 50 给 出 了 当 N 28 时 的 流程 图 。 

现 总 结 如 下 ，FFT 及 其 逆 变 换 已 经 广泛 用 于 实现 MDCT/MDST 中 的 滤波 带 
及 用 于 开发 国际 标准 音频 编码 器 的 心理 声学 模型 。 其 他 应 用 包括 : RELP 
EAMA, OCF 编码 项 ， 感 知 变换 音频 编码 希 ，NMR 评价 方法 等 。 





x(0) X*(0) 
Ww "o 

x(1) XC (DXX) 
W ?"o 

x(2) XC (2X2) 
yw "o 

x(3) XC (3)4)X°(3) 

J 

x(4) XYY 
—p "o 

x(5) -XC (3) X53) 
pw" 

x(6) -XC Qyx*Q) 
-W no 

x(7) -XC (DyejX X1) 





图 8.50 利用 IFFT 实现 MDCT/MDST (N=8, 


m = (Z *1j2, Wee?" EE W= Wy) 


8.27 目 相 关 函 数 和 功率 谱 密 度 








在 这 部 分 ， 我 们 计算 一 个 随机 变量 的 自 相 关 也 数 和 功率 谱 密 度 。 
(1) 生成 一 个 N =2000 的 统计 独立 同 分 布 的 离散 时 域 序 列 1x | ， 该 序列 中 的 
WRH (-1, 1) 的 均匀 分 布 。 则 序列 fx} 目 相 关上 图 数 的 无 偏 估计 定义 为 
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Ry(m) SkCf) 
0.5 
0.3 
0.4 
0.2 0.3 
0.2 
0.1 
0.1 
011 10 20 30 40 so OT ó pu 
2 2 
a) b) 
图 8.51 一 个 随机 序列 的 自 相关 函数 功率 谱 密 度 (假设 人 = 1) 
a) 自 相关 函数 b) 功率 谱 密度 
] N-m 
Ry(m) = [LX suus m = 0,1,:-:,M 
N-m mel 
1 N 
| > XN Mm=-1,-2,, -M (8.72) 
N- im] | 
AF, M=50, 计算 Ry(m) 并 画图 (ILKI 8. 51a). 
(2) 通过 计算 Ry(m) 的 DFT 来 确定 序列 (x) 的 功率 谱 密 度 ， 并 画图 。 其 
DFT 定义 为 
M . 
Sy(f) = SEO) = (2M +1) A DET[R (m) ] = È, Ry Gn) exp| 7. £7 
mz-M (2m 十 1) 
1 1 
DFT 通过 FFT 实现 。 
8.27.1 滤波 白 噪声 xz0 一 二 一 7 
sl MEM 噪声 滤波 后 的 白 噪 声 
一 个 白 随机 过 程 x(1) 功率 谱 密 度 为 Sx(f) =1 | 
-— NOR pu 图 8.52 ”滤波 白 噪声 
(8 为 任意 值 ) ， 其 通过 线性 滤波 器 会 产生 一 个 冲 激 
吧 应 (ILRI 8. 52): 
h (t) Zu ped (8. 74) 
0 其 他 
(1) 确定 一 个 滤波 器 输出 的 功率 谱 密 度 5y(f) ， 并 画图 。 
H(f) = | (ee? "hai = | == : (8.75) 
ai 4 十 joa 
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Sy) 23,00 HO) H* Q) =A IH = 一 (8.76) 


16 十 (2mf)? 
因此 ， 当 f=0 时 有 Sy(f) =16。 
(2) 通过 对 Sy(7) 的 采样 点 做 IFFT ISK AEDS Aen y(t) HJ AAAS eR CL 
KI 8. 53) ， 然 后 画图 。 
傅 里 叶 变 换 和 DFT 的 近似 误差 如 图 8. 53 Bras, WER h(t) 2679 (120 I), 
则 这 两 种 变换 可 以 得 到 相同 的 结 





Ry(m) 















sil 0 
c) 
图 8.53 AACR (无 归 一 化 因子 1/N). 与 功率 谱 密 度 
(R (m) FERI, S, (f) BARB; 假定 A -1) 
a) 功率 谱 密 度 Sy (f) b) Xt Sy (f) 进行 IDFT 实现 的 自 相关 
c) 对 图 d 所 示 函 数 进行 DFT 得 到 的 功率 谱 密 度 d) FF PRIA “xcorr (h)” 计 算 的 自 相关 


8.28 三 维 人 脸 识别 





在 参考 文献 [LAT] 中 ， 多 种 利用 DET 或 DCT 基于 投影 的 特征 被 用 于 已 注册 
人 脸 的 三 维 扫描 结果 中 来 进行 人 脸 识 别 。 特 征 提取 技术 被 用 于 已 注册 人 脸 的 三 种 不 
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同 表示 ， 即 三 维 点 云 、 二 维 深 度 图 和 三 维 voxel ( 即 体积 元 素 ) (LÆ 8.6), 
表 8.6 用 于 三 维 人 脸 识别 的 表示 方法 和 特征 (参考 文献 [LAT] © 2006 SPIE) 





表示 方法 特征 
.二 维 DFT 
三 难民 去 : ICA. (独立 成 分 分 析 ) 
: NNMF ( 非 负 矩阵 分 解 ) 
， 全 局 DFT 
- 全 局 DCT 


- ERIE DFT (特征 级 处 融合 ) 
- HE DCT (特征 级 处 融合 ) 
- ERIE DEFT (特征 级 处 融合 ) 
- 块 基 DCT (特征 级 处 融合 ) 
: ICA. (独立 成 分 分 析 ) 

: NNMF ( 非 负 矩阵 分 解 ) 


三 维 voxel 表示 方法 三维 DFT 


TREK 


利用 三 维 DMA AUC el LA] , Dutagaci, Sankur 和 Yemez LATI Wa T FH 
识别 时 多 种 特征 的 性 能 ( 0526 8.7) 。 该 数据 库 包 含 了 106 PARAMAR, XF 
训练 、 测 试 数据 及 每 个 人 所 需 样本 数 (这 也 为 提高 识别 性 能 的 建议 ) 详 见 参考 文 
BA [LA7]。 
Wu 和 Zhao :" 和 3 描述 了 基于 FFT 的 新 的 精确 测量 电子 功率 谐 波 的 方法 。 
表 8.7 识别 性 能 与 特征 数 (参考 文献 [LAT] © 2006 SPIE) 


二 维 DFT 2 x400 -1 =799 95. 86 


NNMF 50 99. 79 
全 局 DFT 2x8x8-12127 98. 24 


全 局 DCT 11 xll=121 96. 58 


B (20x20) 块 (12 个 块 ) ， 
块 基 DFT (特征 级 处 融合 98.76 
每 个 块 为 (2x2 x2 -1)， 共 84 
(20x20) 块 (12 个 块 )， 
块 基 DCT (特征 级 处 融合 98. 24 
ZAREK] 


(20x20) 块 (12 MER), 








块 基 DFT (特征 级 处 融合 98. 13 
ent ind 每 个 块 为 (4x4-1), 35180 
B 20x20) 块 (12 ME), 
块 基 DCT (特征 级 处 融合 ) ( ) ( ) 97. 82 





每 个 块 为 (6 x6) ， 共 432 


三 维 voxel 表示 方法 三 维 DFT 2x4x4x4-12127 98. 34 
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8.29 二 维 多 采 样 率 处 理 


本 节 ， 我 们 回顾 一 下 二 维 多 采 样 率 系 统 的 基本 内 容 '™3] 。 对 于 可 看 作 时 间 函 数 
的 信号 ， 术 语 “ 多 采样 率 ” 是 指 在 系统 中 不 同 的 点 处 的 信号 采样 率 也 不 同 。 对 于 
二 维 信 号 ， 我 们 用 “多 采样 率 ” 表 示 在 系统 的 点 阵 上 ， 信 号 定义 不 同 ， 而 与 点 阵 
坐标 轴 的 物理 意义 无 关 。 

整数 点 阵 (integer lattice) A 定义 为 所 有 整数 问 量 n =(n,, m) 的 集合 。 采 
样 后 的 子 点 阵 Aipj 对 应 于 采样 矩阵 [D], 2g REIS] m 的 集合 ,满足 m=[Djn。 
考虑 如 下 的 采样 矩阵 [D]: 














-1 1 

KAM A FI Arp UE 8. 55e IR, AEA 为 空心 和 实心 的 小 圆圈 ， 了 于 点 阵 AL py 
为 实心 的 小 圆圈 。 为 了 更 合理 地 定义 子 点 阵 ， 采样 矩阵 必须 是 非 奇 异 的 ， 且 其 元 系 
必须 为 整数 。 对 于 一 个 子 点 阵 ， 可 以 有 无 限 多 个 采样 矩阵 与 之 相对 应 ， 而 且 其 中 任 
意 一 个 矩阵 都 可 以 通过 其 他 矩阵 右 乘 一 个 行列 式 为 +1 的 整数 矩阵 得 到 。 一 个 子 后 
阵 的 陪 集 是 由 子 点 阵 经 移 位 向 量 移 位 后 得 到 的 ， 因 此 对 于 hip 有 D= | det 
([D]) 1 个 不 同 的 陪 集 ， 且 其 并 集 恰好 是 整数 点 阵 A。 我 们 将 癌 量 与 菜 一 个 特定 
的 陪 集 一 并 称 为 一 个 陪 集 向 量 。 


8.29.1 上 采样 与 内 插 
考虑 来 样 因子 为 D 的 上 米 样 ，x(n) 的 上 采样 y(n) 为 


2 1 
[D] =[ D3] -| | (8.77) 








so) = [20217 Ma 中 网 "D 
AN No 
则 上 采样 信号 y(n) 的 DFT 为 
Y" (c) -X*'([D]'o) o- [^ (8. 79) 
tus 
Y(z) =X(z'?!) et (8.80) 
2) 


对 信号 进行 上 采样 在 傅 里 时 变换 域 的 表现 为 是 特征 范围 的 减 小 〈 例 如 通 市 ) 
VAR JT BUE. TERA 8.54 灰色 区 域 的 运动 方式 所 示 ，X Co) 的 一 个 完整 周 
期 ， 即 一 个 单位 频率 单元 |we[ —m,m]) x[ -m,m] | BRE YT AE E: 
{i[Dl wwel -m,m] x[ -m,m]] (8.81) 
fn, ÆLD] =[D,], W 





a) b) 
图 8.54  T4— TUMULI i Je 99] 2] 28 enr ST EAT 1:2 上 采样 ， 


(D "- 1 -l 
° -人 Ü 


a) 灰色 的 区 域 为 一 个 单位 周期 
b) 和 斜 线 阴影 部 分 是 由 上 采样 造成 的 ,需要 滤 挥 ; 完整 的 图 像 共 有 D 个 (D= 1 det [D] | =2) 





pos (新 ) CIE) 
[D]'e - [,]' o-[ j em. 
Ti 2T 
(新 ) (IH) 
[D]"w =[D,]" o-[: ] -人 
1 T 
3^ 
其 中 心 为 原点 ， 单 位 品格 映射 到 了 基带 区 域 的 周围 。Yt (ww) 中 存在 D 个 (对 于 我 


们 的 例子 ，D =2， 灰 色 正 方形 区 域 和 剩余 区 域 如 图 8. 54b 所 示 ) X (e). 一 个 周期 
Hs RE REP 

—^r ER FER JG BE— T 1 Be 380 E — s ENR BI T RC PR IJ VA RS 

xt (8.81) 中 的 映射 用 于 上 采样 也 可 以 如 下 表示 '"” 1。 这 两 种 表示 法 都 有 其 
作用 。 通 过 观察 式 (8.78) 和 式 (8.79) 的 傅 里 时 关系 可 以 看 出 ， 图 8. 54a 中 灰 
色 正 方形 区 域 为 








| -TnS ST N| -Tso ST} 单元 频率 单元 (8.82) 
BRE RI Y AKETE (平行 四 边 形 ) 区 域 为 
| -Tdjow *d4,0, ST] (1| ^m dj50, * d50, €T (8. 83) 
其 中 
dy, dj 
| D | -| | (8. 84) 
dj dn 


256 快速 傅 里 叶 变 换 ， 算 法 与 应 用 


n» n» 





[D3]= ʻi i [D3] -3 | 12] 


e) f) g) 
图 8.55 不 同 采 样 率 的 上 采样 和 下 采样 
2 0 1 0 
a) 水 平 下 采样 [D] | b) 垂直 下 采样 [D] -( ;) 


1 1 ] -i 
) 有 方向 的 下 采样 [Ds] = (0) =(_, |) o emm LD] = Ce =à 7) 


2 1 
o FRED] = (“| f ) 下 采样 后 移动 采样 点 


1 -1 
«) LRR ERRARE RLD] =A ; ] 


ik: 图 a ~d 下 采样 率 为 2:1; 图 f~g 下 采样 和 上 采样 率 都 为 3: 1 
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8.29.2 ”下 采样 和 抽取 
x(n) WUD] -© PORTE y(n) 可 表示 为 
y(n) 2x([D]n) zu (8.85) 
n 
AP, [D] 称 为 采样 矩阵 (sampling matrix) ， 且 是 一 个 非 奇 异 2 x2 整数 矩阵 。 容 
易 验 证 : 下 采样 因子 D= | det [ID | 。D 的 倒数 是 采样 密度 〈( 即 采样 率 ) 。 则 下 
采样 信号 y(n) 的 DET 为 


D-1 
Y ( = p X (CDI) (o - 28k) (8. 86) 
=( 
存在 DD 个 陪 集 问 量 上 与 陪 集 [D]' 相关 。 
类 似 式 (8.81), X" (wv -2md,) 映射 至 相同 的 区 域 ， 1 =0，D -1。 该 区 域 为 


| [Dj'w: we 通 带 | (8. 87 ) 
[518.5] X" (ww-27dy) =X" (e) 时 ， 有 : 


To r (1 一 ] 0 (m 
|D|'w= [D,| o-[ JUL 
T " (2 -1 0 (m 
uineis ud (( J JU 


sempre [D] =| “| 1) ( 见 图 8.56 和 图 8.57) ， 首 先 我 们 选择 一 个 


完整 的 与 41pit 相 关 的 陪 集 向 量 集合 Kk/。 由 于 1det(D) 1=3， 因 此 有 3 个 不 同 的 陪 
TE, k, 的 一 种 选择 为 








P 单位 元 为 二 维 周 期 的 AP 
X 4 , i 情况 下 两 边 相 接 : 





a) b) c) 


2 1 
KI 8.56 [D3] = | E aA rcs P 及 其 两 种 重合 情况 4P 和 AP; 


(参考 文献 [F28] © 1991 IEEE) 
a) 基带 区 域 b) EAU AP, c) EAM AP, 


0 1 2 
-全 人 -f as) 
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第 二 步 是 确定 2m ( [D] ik im n e tg 





2 1 
图 8.57 采样 矩阵 [ D, | d J^ (d, do) 的 三 个 陪 集 向 量 集合 


( 妆 陪 集 回 量 用 于 一 个 多 相 的 环境 时 ， 其 被 称 为 D] 的 多 相 移 问 量 ) 
1 1 
D,]!)!z 8.8 
(LD,17) » ;] (8. 89) 
一 般 情况 下 有 下 列 结论 成 立 : 由 AP, 和 AP, 定义 的 频率 区 域 是 通 市 (OLA 
8.58), 











a) b) c) 


1 -1 
图 8.58 将 单位 周期 移动 至 基 囊 与 网 像 上 采样 io 人， 1 


(图 c 所 示 图 像 灰 色 区 域 是 由 上 采样 造成 的 ， 需 要 滤 除 ) 
对 于 2:1 的 下 采样 率 无 重 登 时 的 频率 划分 的 情况 ， 当 正方 形 区 域 顺 时 针 旋 转 
时 ， 其 面积 缩小 至 原来 的 一 半 。 灰 色 区 域 是 通 市 。 在 本 书 图 S. 36b 中 我 们 已 经 见 到 
DFT 几何 带 状 滤波 的 频率 划分 方式 。 














1 1 1 1 
dn) em 
下 面 的 基本 性 质 定 义 了 一 个 可 行 的 通融 。 令 PP 表示 通融 频率 的 集合 ; AP) 表示 
H P FREE in 27 ([ D]") -平移 后 的 集合 “Lal, =, D-1, WË: 
P=|([D]") !o:oe[( --,"] x[-77,9]] 
即 (03) "es cto] 2 (7)-(7] (8.91) 
AP,2|1eo:c*2m([D]') !k;jeP] Iz1,--,D-1 (8.92) 


M) P SER AP, 的 交集 必 为 空 集 ， 即 
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PNAP,=® 1=1,+,D-1 (8.93) 








TW, EAr HP Se FF TE EE SE BUE AMR, 奋 忆 中 存在 彼此 相 

Pi 7 BERE EL PATE, WU ND TAY, A LS TE BOE EE 

中 会 重合 。 与 形状 无 天 ,一 个 可 行 的 通 市 不 得 大 于 单位 频率 单元 的 1/D fit. 
AES BTR — HER Bm 








y(n) =x([D]n)&y(n) =x(2n) (8. 94) 
: E 1 nep 
nm) =|, 其 他 
DX x» kT[ D] -1 1 pm 
S = — » el "> 一 e? .95 
[p] (nt) 万 之 e LT ) (8.95) 
w) a eg. 
eip (w) -eol Hl c | (8. 96) 
(^ e "e d, 
d d 
i1 = (ay) | (8.97) 
dy, do, 
AP d, JL DIAN k 9j. 
D-1 
sip (2) = = Y, [erp Qm) ] (8.98) 
[20 


式 (8.94) 中 的 下 采样 信号 y Cn) n] GB SEWIA- 27 RIS 8], EE AGE x (n) 5 stp Cn) 4H 
乘 得 到 一 个 中 间 信 号 , 即 





w(n) =x(n)S;p (n) (8. 99) 
MUCOREHGIEHE TREE, BABI REELS] Ja —- — HERIDEATID Jg IPM CODD, FCU] 。 





w(n) = L aln) [erp o) J" 
1=0 
做 Z 变换 可 得 
D-1 
=0 


Y(z) = > y(n)z™ = 2, e ([D]n)z" = »w([D]n)z" (8.101) 





ncA ncA 
将 m=[D] n 代 入 ,得 
Wo = Dwg = Dane (8. 102) 
mcA ncA 
= X w(n) (2917) = w(z?17) (8. 103) 
ncA 


因此 ， 根 据 式 (8.100) 可 得 


D-1 
Y(z) = 5 È XCeiyj a omk;) ci?" (8. 104) 
[ 20 


260 快速 倩 里 叶 变 换 ， 算 法 与 应 用 


D-1 
Y(z) - SY X (ePID 0017) (8. 105) 
| 20 


D-1 
Few) = 5 LAD] "w - 2807 ])k) (8. 106) 
=0 


多 采样 率 认 证 (通常 称 为 权威 认证 (noble identity) ) ， 在 分 析 多 维 多 采 样 率 系 
统 时 是 一 个 很 有 用 的 工具 。 其 分 析 部 分 如 图 8.59 ras, H(w) 和 [D] 分 别 为 一 
个 二 维 滤 波 术 和 一 个 2 x2 的 下 采样 矩阵 。 有 了 多 采样 挛 认 证 ， 泪 波 生 和 下 采样 矩 
阵 的 顺序 可 以 互 换 。 这 是 因为 若 一 个 系统 的 Z 变换 为 z 修 的 函数 ， 则 其 有 一 个 
全 让 上 的 非 零 冲 激 响 应 。 类 似 可 知 其 综合 部 分 [8, P32) 
一 个 上 = 
H(z) H (zl?1) 
图 8.59 多 采样 率 认证 
(参考 文献 [F32] © 2009 IEEE) 


定义 8.1 令 矩 阵 [D] 第 1 列 由 qd 给 出 ， 则 二 汪 可 定义 为 一 个 向 量 ， 其 第 / 
列 元 系 由 下 式 给 出 : 





z =z" (8. 107) 
[518.6] ^4 


a eloi w 2 2 
zi "C ) -| ) [D] = (d,, d,) -| | 
Z5 eJ" (5 -] 1 


则 向 量 二 ”的 元 素 可 由 下 式 计 算 : 


gp era = gi? di = @i(201 - 02) = zz, ! (8. 108) 
zy 2h ze" 4 agi orto) 22 (8. 109) 
NS 
22 
en D i | (8. 110) 
2-3 
sjaa 
EE 
202 
H(z V?) Zi ° | (8. 111) 
-| 
2142 





i 
量 ， 因 此 z% 被 映射 为 一 个 复数 。 

定义 8.2 一 个 广义 梅花 形 采 样 失 了 阵 (generalized quincunx sampling matrix) 所 
有 元 素 都 为 * 上 1， 其 行列 式 为 2。 典 型 的 梅花 形 采 样 矩 阵 为 


] 1 (1 -1 à 112 
eri cere) eun 


[Q,] 是 这 种 情况 下 最 第 用 的 矩阵 ， 因 此 在 下 文中 大 没有 特定 的 说 明 ， 我 们 将 
默认 使 用 它 。 梅 花形 下 采样 来 源 于 一 个 下 采样 旋转 表达 式 。 
当 对 一 个 通 市 的 频率 表达 式 进 行 下 采样 时 ， 我 们 需要 从 上 采样 做 起 (DLE 


注意 ,由 于 [D] 是 一 个 和 矩阵， 因此 z 2 被 映射 为 一 个 向 量 ; 又 因为 d, 为 一 个 向 
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8.60), 
上 采样 重 采样 
m fuo, KN 
ym TATO [RiJ'o (RD o (Do 
图 像 [Qi] In [Ri] n [R,]n [O,]n 








18.60 ”对 该 带 限 信号 进行 下 采样 会 将 其 变换 延伸 到 整个 单元 格 
(ILI (8.82) EX) F, HZA HÆ 
一 个 重 采 样 的 矩阵 具有 单位 模 。 一 个 单位 模 和 矩阵 仅 含 有 0、+1 和 -1 元素， 
其 行列 式 为 * 上 1， 其 逆 和 矩阵 也 具有 单位 模 。 那 么 有 : 


mop dt 9 mh s 
are) of 


] 0 ] 0 
[RS] -| ] [Ry] -| ] (8.113) 


AF, [R] 叫做 重 采 样 矩 阵 (resampling matrix) WAJE Fk MIEKE (diamond - con- 
version matrix) ，1=1，…，4。 将 每 一 个 和 矩阵 应 用 到 次 形 通 带 上 可 得 相应 的 平行 四 
HEak (ILAI 8.61) 


$-Z NX 9 


[Ri] [Ro] [R4] 























[R;]! [Ri]! [R4]! [R3] 
[R4] | [R4] | [Ri] | [R4] | 


quro* Gero? mr" (iR D7 
图 8. 61  —"rzJERJ ERI [R] 平行 四 边 形 通 带 , i21, …, 4 


(每 个 矩阵 下 列 出 了 三 个 等 价 的 关系 式 ) 
(参考 文献 [F31] (O 2004 IEEE) 


8.30 快速 均匀 离散 曲 波 (curvelet) 变换 (FUDCuT) 





小 波 分 析 方 法 在 表示 具有 扳 立 奇异 点 的 物体 时 很 有 效 ， 而 背 波 (ridgelet) 分 
析 方 法 在 表示 有 具有 线 状 奇异 点 的 物体 时 很 有 效 1!。 可 以 粗略 地 将 ridgelet 看 作 沿 
茶 条 线 串 联 的 一 维 小 波 。 因 此 在 图 像 处 理 中 使 用 ridgelet 的 动机 是 ， 图 像 中 的 奇异 

















262 快速 倩 里 叶 变 换 ， 算 法 与 应 用 





点 通常 是 沿 着 某 个 边缘 或 轮廓 连 成 一 条 线 的 4。 

由 于 在 二 维 信 号 中 ， 点 和 线 是 通过 Radon 变换 相关 联 yy EBS. ( Radon 变换 中 一 
个 点 对 应 于 自然 图 像 的 一 条 线 )， 因 此 小 波 和 ridgelet 恋 换 通过 Radon 变换 相关 联 。 
在 二 维 情形 中 ，ridgelet AATA A BE WS res OH Mb PEZX JE B TTE, M NUS DT RAS 
HE ALII LET A k A E EST] AY US o 
8.30.1 Radon 变换 


— 7S PR (x, y) 的 连续 Radon 变换 ， 记 作 R, (t, 0), MAI (x, y) 
空间 域 与 y 轴 夹 角 为 0 HARAPAN c ERI AeA op BO) 。 数 学 上 可 写 为 


R,(1,0) = iene: cos 0 + y sin 6 — t) dxdy 





-œ «it«o, 0x0«m (8. 114) 
AP, 500) 为 狄 拉克 (Dirac) 5 KZ, FERC AA 4S Fi FA EZ DH 
像素 之 和 ,该 线 由 截 距 1 和 倾角 0 所 定义 (MATLAB 中 命令 为 “radon”，“ ira- 





don” ) 

需要 注意 的 是 ， 将 一 维 傅 里 叶 变 换 用 到 Radon 变换 R(t, 0) 上 相当 于 极 坐标 
情形 下 的 二 维 傅 里 叶 变 换 。 具 体 来 说 , S Flo, 0) Hfl, y) 的 二 维 傅 里 叶 
变换 ， 在 极 坐标 情形 下 ， 我 们 写成 Fi(&，0) =F" (Ecos 0, ésin 9)， 则 有 : 


F'(£cos 0,£sin 0) = 一 维 FT| R,(t,0)| = JR, G0 expC- i£ di 


(8. 115) 
EAE Fh ARY (projection - slice) 理论 ， 用 于 基于 投影 方法 的 图 
(REELE, Bol 。 类 似 地 ， 对 一 幅 图 像 的 二 维 傅 里 叶 变换 做 一 维 傅 里 叶 逆 变换 可 以 
产生 该 图 像 的 Radon 变换 。 与 一 般 情况 下 的 逆 变 换 不 同 ， 该 一 维 傅 里 叶 逆 变换 定义 
NEA (@,, c.) 傅 里 叶 域 与 o 轴 夹 角 为 9 直线 的 线 积分 。 其 中 ， 逆 变换 对 于 每 
个 9 应 用 于 每 一 条 线 可 得 二 维 Radon 变换 数据 。 这 种 关系 将 被 用 于 推导 ridgelet 4E 
换 ， 从 而 进一步 推导 curvelet 变换 。curvelet 变换 将 于 本 区 后 面 的 部 分 介绍 (ILA 
8.62), 


8.30.2 Æ (ridgelet) 变换 


TRUE (ridgelet) 变换 56 恰好 是 一 维 小 波 变换 在 Radon 变换 片上 的 应 用 ， 其 
夹 角 9 恒定 ,1 是 变化 的 。 为 完成 ridgelet 变换 ， 我 们 必须 沿 着 Radon 空间 中 的 径 向 
变量 方向 做 一 维 小 波 变换 ， 即 

RI(a,b,0) = | dy (OR, (1,0) di (8. 116) 














其 中 一 维 小 波 定 义 为 
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38 


输入 图 像 


" 一 维 傅 里 叶 变 换 
adon 

一 
m E ER 






一 维 
小 小 变 换 


ridgelet 
域 





图 8.62 各 种 变换 之 间 的 关系 (Radon 变换 相当 于 将 一 维 傅 里 叶 变 换 应 用 在 二 维 傅 里 叶 变 换 片 上 ， 
ridgelet 变换 相当 于 将 一 维 小 波 变换 应 用 在 Radon 变换 的 片上 。 需 要 注意 的 是 在 本 节 内 容 中 ， 
Radon 变换 是 使 用 二 维 傅 里 叶 变换 来 计算 的 ， 而 不 是 直接 计算 的 ) 

(参考 文献 [F36] © IEEE 2003) 














$a = 人 a um 


XP, a@=2", XORREED UK; b=h2", RRF, HP, m 为 级 别 指数 ，m 入 
均 为 整数 。ridgelet 变换 在 检测 给 定 长 度 的 线 方 面 是 最 优 的 ， 线 的 长 度 即 为 块 的 
RY. 

ridgelet 变换 恰好 是 一 维 小 波 变 换 在 Radon 变换 上 请 上 的 应 用 。 因 此 ， 有 限 ridge- 
let 变换 (Finite Ridgelet Transform, FRIT)! 相当 于 将 有 限 Radon 变换 (Finite 
Radon Transform, FRAT) P: 应 用 于 整 幅 图 像 后 对 每 一 行 做 小 波 变换 。 闭 FRIT 
(Inverse FRIT, IFRIT) 相当 于 反问 执行 上 述 过 程 ， 先 对 每 一 行 做 逆 小 波 变 换 ， 人 然 
后 对 整个 图 像 做 逆 FRAT (Inverse FRAT, IFRAT) ( 见 图 8.63). 


8.30.3 HBR (curvelet) 变换 


曲 波 (curvelet) 变换 :和 PSE MEAT a BFL) URS! ， 然 后 重复 使 用 
ridgelet 变换 。 

à 多 孔子 市 滤波 算法 可 以 很 好 地 适应 数字 curvelet 变换 。 该 算法 将 VxN 的 图 
像 ! 分 解 为 如 下 的 有 登 加 形式 : 








I(x,y) = cj(x,y) + >》 ow, (x,y) (8. 118) 
m=1 


AP, co 为 原始 图 像 1 的 一 个 粗略 或 模糊 的 样本 ; ww 表示 了 图 像 1 在 2-" 级 的 细 
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(NX N) 
FFT 


A 










图 像 
(NX N) 


二 维 FFT 
j 2N AK X 









一 维 IFFT 


ridgelet 变 换 
Radon 变 换 x 
(2N X N) NAY) 





频率 


图 8. 63 ridgelet 变换 流 图 ( 傅 里 叶 域 的 2V 条 放射 状 (radial) 线 是 分 开 处 理 的 。 
沿 春 每 一 条 放射 状 线 做 一 维 傅 里 时 逆 变 换 ， 然 后 再 做 一 维 非 正 交 小 波 变换 。 在 实际 
应 用 中 ， 一 维 小 波 系数 是 在 传 里 时空 间 直 接 计算 得 出 的 ) 

(参考 文献 [F35] © IEEE 2002) 





他。 因此， 该 算法 输出 为 (M1) 个 NxNW 的 子 带 阵列 。m =1 级 对 应 于 图 像 质量 
最 好 的 级 ， 即 含有 最 高 频率 级 。 

该 算法 最 简 可 如 下 描述 :31 。 

(1) 对 输入 图 像 应 用 M 2 à ZHLSEIE (MAN xN TEA) (ILRI 8.64), 

(2) 设置 块 大 小 B, =Bmin (HW, Bain =16)。 

(3) 对 于 m=1，2，…， M 的 每 一 个 子 带 有 : 

1) TET S B, 大 小 的 块 ， 对 每 一 个 块 应 用 离散 ridgelet 变换 ; 

2) 4i mmodulo 2 =1 (或 m 为 奇数 )， 则 下 一 个 子 带 块 大 小 为 B, ,1 =2B,; 

3) 否则 B. ,-B,. 

[518.7] 对 于 一 幅 N xN KDI AIR, eT TA REE ID N xN, 
令 分 级 数 M =5， 块 的 大 小 为 Bl 。 当 m=1 时 ,将 子 带 m=1 DEKRA B, 的 块 并 
AB, =2B,, M m=2 Hf, B, -B,, M m-3H], B, =2B,。 当 m=4 时 ,Bs =B,. 





O ” 原 书 此 处 错 印 为 偶数 。 一 一 详 者 注 
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B. ' 
LLL III, -1 


二 维 小 
图 像 7 波 变换 
/ (128X128) -| (BIXBI)= 16X16 
-一 波 变换 
m=2 
(B4X Bp) = 32x32 
(B3XB3) 二 维 FFT | A Y J 


Ef 
D dd d / /1/m=j 
P d d WIR (BXB;=32X32 


ridgelet 
变换 


= 

| i | 
rf 
= 





这 部 分 是 为 ridgelet 变 换 并 与 图 8.63 所 示 一 致 
图 8. 64  curvelet 变换 流 图 (该 图 说 明了 将 原始 图 像 分 解 为 在 干 子 审 并 对 
每 个 子 带 进行 空域 分 割 的 过 程 ， 然 后 对 每 个 块 做 ridgelet 变换 ) 
(参考 文献 [F35] © IEEE 2002) 





第 一 代 curvelet 变换 于 2003 年 进行 了 更 新 2 ridgelet 变换 被 取缔 了 。 这 减 
少 了 变换 的 宛 余 度 而 且 增 加 了 运行 速度 。 这 种 新 的 称 为 第 二 代 curvelet 变换 的 方法 
使 用 了 紧凑 的 框架 。 在 这 种 紧凑 的 框架 下 ， 一 个 单独 的 curvelet 变换 在 频 域 的 一 个 
抛物 面 攀 形 区 域 拥有 一 个 频率 载体 ， 如 图 8. 65a TARR” 

建立 上 述 结 构 的 主要 思想 是 将 任意 二 维 函 数 分 解 至 频 域 严 格 带 通 的 空间 中 。 这 
些 范 数 空间 的 载体 形状 都 是 同心 狗 形 ( 见 图 8. 65a) 。 -级 每 一 个 方向 上 的 curve- 
let 系数 估计 为 给 定 二 维 函 数 与 带 限 curvelet 函数 的 内 积 。 该 带 限 函数 的 中 心 在 一 个 
网 格 上 ， 网 格 与 频 域 curvelet 的 棉 形 载体 成 反比 ( 见 图 8. 65b) 。 假 设 我 们 有 两 个 平 
滑 函 数 和 和 T， 满 足 可 行 性 条 件 - 8 , 

















Y W(2-™r) 2] (8. 119) 


m = 一 oo 


Y V(t-1) 21 (8. 120) 


l= -œ 
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图 8.65 空域 和 频 域 curvelet Fr 
(参考 文献 [F24] © 2006 工业 与 应 用 数学 协会 ) 
a) 频 域 平面 的 片 (在 频 域 ,一 个 单一 curvelet 在 一 对 横 形 区 域 有 频率 载体 ) 
b) 在 给 定 缩放 因子 m 和 方 同 /下 curvelet 的 空域 网 格 


curvelet A’) l= f PK AX U(r, 0) 定义 为 如 下 健 里 叶 域 关于 r 和 9 的 极 坐 标 
形式 : 


Un (7,0) = 2 "4W(2-"r)V (oe (8. 121) 


XU, | m/2 | 为 mxz2 的 整数 部 分 。 忆 Cr，0) 的 载体 是 两 个 灰色 同心 枫 形 (IE 
Æ) 中 的 一 个 ， 如 图 8. 65a 所 示 。 为 了 得 到 curvelet KRUR, HEX ERA AA Pn 
(r, 0) 定义 如 下 : 
p,(r,0) 2U,(r,0) - U,(r,O-* m) (8. 122) 
回忆 一 下 本 书 第 2 EA (2.14) PWE, ee PRON T E TE m 级 第 
—4rJi I] EY curvelet PR Pm. (w) 26, (r,0), 在 频率 平面 ， 每 一 个 curvelet 77 [5] 
E L-2(m, D 为 索引 。 在 每 一 级 m RAAT I] XU 25774. 在 第 m SOE, cur- 
velet 77 JH] 1 是 通过 将 curvelet A PAZ o, (r, 0) 旋转 产生 的 ， 许 转角 度 为 0 = (1 - 
Dn Lo. Velo D. aee. Orem 
TUN BÉ curvelet PLZ EH c AA ty d PKB Wr) 表示 为 polo) WCr) 4 Bx 
(8.119) 和 式 (8.120) HP W(r) 和 V(0) egg Xo up, KA wu(w) 与 经 缩 
放 后 的 e. (o) 对 于 所 有 的 o 合并 为 一 个 。 其 中 , w= (w, e) 是 二 维 频率 


Zim 2. 
分 里 。 


curvelet 变换 ”在 图 像 处 理 中 已 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 因 为 它 被 证 明 在 表示 有 
两 个 变量 的 函数 时 是 最 优 的 。 除 治 曲线 C^ 的 一 段 是 不 连续 的 〈 一 个 6” 类 的 函数 
是 二 阶 连 续 可 微 的 ) 该 函数 是 光滑 的 。curvelet 变换 在 多 种 图 像 处 理应 用 中 具有 很 
好 的 性 能 ， 尤 其 对 于 具有 边缘 的 图 像 。 这 些 应 用 包括 : ARE, RER, KK 
像 ， 成 分 分 离 〈 见 参考 文献 [F25] ) 。 其 离散 情形 是 基于 TFT 实现 的 ， 称 为 快速 均 
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SJA curvelet 变换 (Fast Uniform Discrete Crevelet Transform, FUDCuT) 。 

FUDCuT fe“ n] AWENET ERR, ORAS bh, “Ee ee FB wt SS PETE 
频 域 实现 的 连续 curvelet SH, FUDCuT IETSI ZR ASAE. 首先 ， 将 二 维 
数据 (HER) 通过 FFT 变换 到 频 域 ;， 其 次 ， 通 过 使 用 curvelet 窗 可 得 到 频 域 curve- 
let AR: 最 后 通过 应 用 IFFT, 可 以 得 到 时 域 curvelet 系数 。 逆 变 换 可 以 简单 地 通 
过 将 这 些 步骤 反问 执行 得 到 。 该 变换 有 单 边 频率 载体 ， 导 致 得 到 的 系数 为 复数 。 
FUDCuT 分 解 的 一 个 例子 如 图 8. 66 Fras, Lena 图 像 被 分 解 为 两 级 ， 分 别 含有 6 个 


和 12 个 方 回 的 子 市 。 
k^ 
$ 
(yn) 
[SEE l 
| 
b) 


hk- 一 ”0 个 方向 一 | 一 一 12 个 方 癌 | 








c) 
图 8. 66 ”快速 均匀 离散 curvelet 变换 (FUDCuT) 的 一 个 例子 (方向 的 个 数 随 着 频率 





的 增加 而 增加 。 每 一 个 通 带 区 域 可 以 有 3 x2” (缩放 因子 m=1, 2) 个 方向 ) 
(参考 文献 [F26] © 2009 IEEE) 
a) Lena 图 像 b) FUDCuT 的 一 种 频率 分 解 〈 缩 放 因子 内 =2， 方 向 1=12) c) Lena 图 像 的 FUDCuT 系数 


FUDCuT 的 正 向 和 反 向 变换 的 实现 步 又 如 下 25) 。 
(1) 将 二 维 图 像 *(m ，n,) 通过 二 维 FFT 变换 到 频 域 
X" (Ek, ,k,) = |4 FFT[ x(n, ,n,) | 
(2) HRA X" (ky, ky) 利用 窗 函 数 Un Cki, ka) 进行 加 和 窗 处 理 得 到 频 域 中 
mB, Friel] EVAR, BD 
Chat sls) UU S E ask 
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NF, HRZ U, (ky, ka) 定义 为 以 下 两 个 徐 函 数 的 乘积 . 
Um (kiska) =W,, (hy ko) Vin hy sko) 
fa PKIBCW,, (ky, ka) 定义 为 
Wn (his ka) = Vi Chi, kao) -ph (Cki, ko) 
中 


V 


Da (Cki, ka) =o (2k) (27b) 
PR b(k) 为 Meyer AKA, HH FRH: 
数字 “3” 表 示 周 期 有 三 个 部 分 


1 Sios 
3 
b(k)=4 [m el E ) 2T 4 8. 123 
cos | 了 om 1 | a, «lol (8. ) 
0 其 他 


数字 “2” 表 示 将 窗口 的 水 平 线 延 促 并 用 一 条 斜 线 将 两 个 部 分 连接 
图 8. 67 给 出 了 Meyer AERIS 23 7h, PKL, (Ej, ky) ( 原 书 错 印 为 Vn 
(ky, ky) ERIE) 定义 为 
Vint (Ay „ka ) o(a 一 | 


2 
式 中 ,| m/2 | 表示 m/2 的 整数 部 分 (例如 ,| 5/2] 22). 
ola) (20) 


1 1 
0 0 
eo @ 
„At _2n 0 2n 4n _4n _ 20 0 2n 4n 
3 3 3 3 3 3 3 3 


图 8.67 Meyer fa PAZ 





(3) XT mzl, =, M,l=1, =, L, WA m X, Am LES curvelet 系数 
c, (My, n3) AED CR, ka) HU Æ FFT (IFFT) 得 到 的 ， 即 
Cm,l (n, Ny ) = 二 维 IFFT [Ci (ki, ky) | 
IFUDCuT 可 以 通过 如 下 步骤 实现 。 


y 
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E 


(1) 对 于 每 一 个 级 别 m、 方 朵 L, Xf curvelet 系数 Cm (ni, n3) 通过 二 维 FFT 

AEH Bl] Hi Tay Bp 
CL (Ck, ky) =H FFT[c,, 1 (4 02) ] 

(2) 对 于 每 一 个 级 别 m 和 方向 1， 将 CE (ky, hy) SARE Un Cki ,hs ) HI 

(FEIXE (yy) ED 
Xm. (ki, ky ) =U, 1 (ki, k, ) Chil (ky, k, ) 
(3) 将 所 有 的 XE, Cei, ka) 相 加 ， 即 
M M 
X (kiska) = 5, P Xi aU Eo) 


malizl 
(4) 最 后 ， 利 用 二 维 IFFT £358] x(n,, n), BH 
x (n, nj) = 二 维 IFFT [X* (k, k,)] 
上 面 的 步 又 式 成 立 是 因为 窗 函 数 U, (k, k) 需 满足 下 式 : 
M L 
Up (ky ky) + Ds 2U rs) = | 


m=11=1 
两 级 FUDCuT 滤波 天 的 等 价 形式 如 网 8. 68 TAN o 
PRIA v(x) 为 Meyer 小 波 的 辅助 窗 函 数 〈 或 平滑 函数 ) ， 且 满足 如 下 性 质 ( DU 
Al 8. 69 和 图 8. 70) : 
v(x) -*v(1-x) =1 (8. 124) 
图 8. 69 中 ，d 表示 定义 于 [0, 1] 的 多 项 式 v(x) 的 阶 数 (参考 文献 | F24] 
中 提供 了 参考 使 用 的 软件 ) : 


v(x) =0 ?Áx«0 (8. 125) 

v(x) =x 40<«<1 Ald =0 (8. 126) 

v(x) 2x^(3-2x) 4O<x<1 Md=1 (8. 127) 

v(x) =x (10 -15x £632) “4O0<x<1 fll d =2 (8. 128) 
v(x) 2x*(35 -84x +70x 20:5 ) “4O<x<1 Ald 23 (8. 129) 
v(x) 1 4x>0 (8. 130) 


二 阶 点 为 1、2”， 则 有 : 


L 
H=1 1&2! - | 


3 
L L 
H(o) ses (e -1)] 2 - | | ero || e 
2L 
H=0 2 4[-|+2<0<2!"! (8. 131) 


L 
H-0 1<w<2! -全 | 


L E 
H(w) =sin[ 32107 1] 27 -|=| t1<o<2'+|—]+1 
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缩放 因子 m= 1 2，… ，M4 
Fle 1=1,2,°, L curvelet 


C5 1, ko 系数 


图 像 XT (Ki, ka) 
Uy (ki, k2) 
x(m. n5) ; 
Uy io (k 3, Kk) 
U, (ki, 42) 


U 1,61, k^) 二 维 IFFT 
Uo(k1, kK) 


a) 


二 维 IFFT 


二 维 IFFT 


二 维 IFFT 


二 维 IFFT 一 一 


curvelet 


系数 Cj (4, ko) 


Us (kiko) | X, er ke) 


© U5 12(k1, k2) 
XT, ko) 
二 维 FFT (Ha) UL (Ky k2) e 二 维 IFFT 





x(n), n5) 






U, 6(k 1,42) 





Uplk y k 
Xlo(k1, ko) 


b) 





图 8. 68 ”快速 均匀 离散 curvelet 变换 (FUDCuT) 与 道 变换 ( 上 [? ,] 表示 在 行 方向 
上 以 2 为 因子 下 采样 ， 在 列 方向 上 以 4 为 因子 下 采样 ;， 1 [” 4] 表示 以 类 似 的 方式 
进行 上 采样 或 插值 。 对 于 最 大 缩放 因子 J=2,， 有 [Do] =diag (27, 27) =diag (4, 4)): P9: 
a) 正 变换 b) Mipi 





L 
H=] 2 - (2 - [2 |-1) 1o (8.132) 


8x 应 用 271 


v(x) 


图 8.69 Meyer 小 波 的 辅助 窗 PRIN 


H(@) 





b) 





图 8.70” 低 通 以 及 高 通 Meyer A eR (L4, d=3) 
a) {AGH b) 高 通 


8.31 习题 


(8.1759; 习题 8.1 ~8.3) 

8.1 ERX (E), k=0, 1, +, N- 1, 推导 一 个 采样 因子 为 3 的 下 采样 公 
式 。 假 设 V 能 被 3 整除 BIN =3, 9, 27, ---, 

8.2 证 明 以 2 为 因子 进行 上 采样 恰好 可 以 在 频 域 完成 ， 通 过 在 DFT 块 后 加 一 
个 相同 的 DFT 块 ( 见 式 (8.60) 

8.3 已 知 一 个 随机 向 量 x= (1, 2, 3, 4)', HI MATLAB 进行 以 3 为 因子 的 
频 域 插值 。 


272 快速 倩 里 叶 变 换 ， 算 法 与 应 用 


8.4 产生 一 个 随机 输入 序列 x(n), 长度 为 18。 MIRE USC CUL IA V8 Ue 


波 器 的 冲 激 响应 WON h(n) = [s ys 地 |。 用 MATLAB 实现 在 频 域 2: 1 FRH, È 


为 快速 卷 积 滤波 的 一 部 分 。 利 用 重 蔷 保留 法 其 中 三 段 长 度 为 (L+M-1) =8, L= 
6, M=3, Aly FFT 和 IFFT 的 长 度 分 别 为 8 和 4。 
(8.4 T: 习题 8.5、8.6) 
8.5 利用 式 (8.19) 推导 式 (8.25), 
8.6 利用 两 点 向 量 (mj, n)! 来 描述 空域 ， 记 作 n。 这 就 使 得 二 维 DFT 及 其 
逆 变 换 有 如 下 紧凑 表达 式 : 
< k,n > | k = | n = w ( P8. 1a) 
EM ky n» 


X(k) = XxG)exp[ 2" 
x(n) = pT exw [EF < « k,n > | ( P8. 1b) 


AF, <k, n» =8 表示 了 RP 空间 上 的 内 积 。Lawton 的 chirp 算法 :下 ,下 1 被 推 
广 到 二 维 旋转 的 情形 。 我 们 假设 本 习题 中 的 [4 ] 是 对 称 和 矩阵 ， 对 下 面 的 (a) 和 
(b) 两 部 分 用 如 下 的 和 矩阵 [A]: 


_{—cos@ sm0) (-a p 
M -| sind ui p d d 




















(a) 
Z(n) = exp] -i <n,[A]n> } = exp (Irt GÀ -ni)a- hf] ( P8. 3) 
从 
x([A]n) = " — n,cos@ + n5sinO,n,sinÜ + n, cos) 
N-1 N-1 
M QD» X hy yk ,) exp (ET -[C- E kin, + kym )a + (kin + kn )B] | 
(P8. 4) 
出 发 证 明 
x([A]n) = Z(n n) 2, IP (Oz) LZ" (k-n) (P8. 5) 
(b) $ | 
Z(n) =exp{ <n, [A]n » | ( P8. 6) 


5 (a) RA, AFAIK: 
X'([A]k) = X (- k,cos0 + k sinð, k sind + k,cos0) 
N-1 N-1 


=à 2, xn, ny )exp(= ETC- km + kyny ) Q + (kn; + kan, )B] | 


=0n, = 





( P8.7) 
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得 到 
XF([A]k) = Z(k) D Ix(n)Z(n) | Z* (k-n) (P8. 8) 
XP RAY (c) 和 (d) 两 部 分 用 如 下 的 矩阵 [A]: 
 (Sim0  cosü | (a p 
LA] se o)" s E ion) 
(c) X 
Z(n) -ew[ <n, [A]n> | (P8. 10) 


此 时 重 做 (a) 部分。 
换 句 话说 ， 从 下 面 的 公式 出 发 证 明 式 (P8.5): 
x([A]|n) = x(n,sin0 + n5cos0,n,cos0 — n;sin0) 
N-1 N-1 


= s XL O ska exp (EFL Chim lene + Cn + kam BI) 
(P8. 11) 

(d) 当 
Z(n) -exp| JT en, [Aln> | ( P8. 12) 





此 时 重 做 (b) 部 分 。 
换 句 话说 ， 从 下 面 的 公式 出 发 证 明 式 (P8.8): 
X'([A]k) = X" (kising + k;cos0,k, cos0 — k;sin0) 
N-1 N-1 


-之 2, xn, ny )exp[ 7 TI (kim - kın, )a + (kın, + in) | 


=0n, = 
( P8. 13) 

8.7 利用 式 (8.29) 推导 式 (8.33), 

8.8 证 明 由 式 (8.41) 可 得 出 式 (8.42), 

8.9 XWH FFT 实现 奇 春 加 TDAC ( 见 图 8.34) ， 画 出 用 IFFT 实现 IMDCT 的 
框图 (参见 习题 8. 8 ) 。 

8. 10 推导 下 面 的 公式 : 

(a) 式 (8.62) | (b) X (8.63) (c) X (8.64) (d) XX (8.65) 


» > | 
8.11 RAREN [D] =| T i| ER (8.79))。 类 似 图 856， 


说 明 一 个 频 域 单位 周期 映 财 至 基 市 和 图 像 的 运动 方式 ， 夯 出 基 市 区 域 的 图 ， 以 及 上 
采样 后 的 图 像 。 给 出 两 种 映射 方法 的 细 市 和 结 
fers: 可 参见 参考 文献 [F28]. 
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8.32 ”课程 实践 


8.1 利用 健 里 叶 相 位 相关 法 实现 图 像 配 准 。 

(a) 重 做 图 8.7 所 示 的 仿真 。 将 一 幅 图 像 与 其 本 身 进 行 配 准 并 画 出 结果 。 比 
较 相 位 相关 函数 与 普通 /标准 相关 函数 的 结果 ( 见 参 考 文献 [IP6] 中 图 1)。 使 用 
Lena 和 Girl 两 幅 图 像 及 本 书 附 录 H.2 中 的 MATLAB 程序 代码 。 见 参考 文献 
| IP20]. 

(b) 在 平移 后 的 图 像 中 加 入 随机 噪声 ， 配 准 有 了 噪声 图 像 。 

(e) 将 原始 图 像 与 下 列 平移 、 重 新 处 理 后 的 图 像 进行 配 准 : 

a) 有 噪声 的 、 模 糊 化 的 图 像 

b) 将 图 像 所 有 像素 同时 乘 以 一 个 值 ; 

c) 取 像 素 值 的 二 次 方 根 。 

(d) 用 式 (8.17) 中 定义 的 更 简单 的 方法 重新 进行 仿真 。 

8.2 ”对 一 幅 图 像 艇 入 基于 相位 的 水 印 ， 并 显示 原始 图 像 和 骨 入 水 印 后 的 图 像 
( 见 参 考 文献 [E2] 中 图 3 和 图 4)。 同 时 ， 显 示 类 似 参 考 文献 [E2] 中 图 5 的 图 
像 。 用 JPEG 编码 器 :下 对 般 入 水 印 后 的 图 像 进 行 编码 ， 并 且说 明 能 够 达到 15: 1 
的 压缩 比 。 

WESCE 8.3 ~ 8.7 请 参见 参考 文献 [EA], 

8.3 PERHEEN -梅林 变换 ( 见 参 考 文献 [E4] 中 图 9) 实现 并 显示 512 x 
512 WH AZKENAY Lena 图 像 。 水 印 图 案 为 “The watermark" 对 应 的 ASC II 45, 

8.4 将 参考 文献 [E4] 中 图 9 所 示 的 旋转 43"， 缩 小 到 原来 的 7$% ， 然 后 用 
质量 因子 为 50% 的 JPEGLP?.1925: 编码 器 压缩 图 像 并 显示 该 图 像 〈( 见 参考 文献 
[E4] 中 图 10) 。 质 量 因子 详 见 本 书 附录 B。 

8.5 ”使 用 参考 文献 [EA] 中 图 S 描述 的 框架 来 恢复 水 印 (ILEI 8. 16) 。 

8.6 获取 并 且 显 示 类 似 参 考 文 献 [E4] 中 图 11 AY Lena 图 像 的 对 数 极 坐标 
变换 。 

8.7 通过 对 本 章 习 题 8. 6 (类 似 参 考 文献 [EA] 中 图 12) 的 结果 进行 对 数 极 
坐标 闭 变 换 来 获取 并 显示 重 构 的 Lena 图 像 。 

8.8 参考 文献 [E14] 的 作者 指出 ， 他 们 正在 把 频率 掩蔽 模型 升级 为 MPEG - 
1 音频 层 M LD? ?2261 中 描述 的 心理 声学 模型 。 利 用 该 模型 嵌入 水 印 (BEET 
MPEG - 1 音频 层 工 的 频率 掩蔽 模型 ， 见 图 8.28) 并 实现 该 过 程 ( 见 图 8.19)。 对 
该 系统 进行 仿真 测试 。 见 参考 文献 [E14] 中 图 7 ~13。 

8.9 图 像 旋转 

(a) 在 空间 域 将 Lena Kk iett 60"， 使 用 MATLAB 命令 “imrotate” [1P] 

(b) 把 Lena 图 像 大 小 减 小 至 64 x64 以 减少 运算 时 间 ， 实 现 式 (8.25), ， 然 后 
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分 别 将 Lena 图 像 旋 转 90"、180* 和 270°, (( 见 本 书 第 5 草 例 5.1) 

(c) FA chirp -2 算法 代 蔡 卷 积 运算 实现 式 (8.25) 。 分 别 将 大 小 为 S12 x 512 
的 Lena 图 像 旋转 90°, 180° A 270°lP!0] 使 用 定时 器 比较 (b) 和 (c) 的 运行 
时 间 。 

(d) 给 定 一 幅 图 像 的 DFT， 将 大 小 为 512 x 512 的 Lena 图 像 在 DFT 域 旋 转 
180"， 使 用 离散 传 里 叶 变 换 的 置换 性 质 ( 见 本 书 第 2 Ee] 2.1) 。 使 用 相同 的 方法 
分 别 沿 着 左 / 右 和 上 /下 方 回 翻转 图 像 (EH MATLAB 命令 “fiplr” 和 “fipud”) 。 

(e) 图 像 在 空间 域 旋 转 270° 也 能 在 DFT 域 完 成 。MATLAB 程序 代码 如 下 : 
1=imread (’ lena. jpg’ ), A = fftshift (fft2 (1)); B = transpose (A); 

C = fftshift (B); D =iff2 (C); imshow (real (D), [ ]) 


课程 实践 8.10, 8.11 请 参考 8.27 节 的 相关 内 容 。 

8.10 ”实现 图 8. 51 所 示 的 步骤 。 

8.11 实现 图 8.53 所 示 的 步骤 。 

(a) 使 用 N =301 个 频率 采样 点 画 出 式 (8.76) 中 定义 的 功率 谱 密 度 Sy (f) 。 

(b) 利用 Sy (f) BS IFFT 画 出 滤波 天 输出 y (1) AY AFA PRR, 

(c) EH M 2151 个 时 域 采 样 点 实现 式 (8.74) 中 定义 的 衰减 指数 果 数 。 

(d) 计算 式 (8.74) J BIERA R(m), m=0, 1, =, 2M-1, Hf, 
M =151。( 参 考 本 书 第 2 章 例 2. 5 和 例 2. 6) 

(e) RH R (m) fS FFT BIH Sy (k), 

(f) 作为 步骤 (e) BUR web SR, TPE IAC Kk) Ie, HEP, H (k) -DFT [h 
(n) |, O€&k, nx300, 

8.12 ”在 参考 文献 [LAI2] "P, Raičević 和 Popovoié 在 频 域 将 自 适应 方向 滤波 
用 于 括 纹 图 像 的 增强 和 去 品 。 指 纹 图 像 增强 的 框图 见 参考 文献 [LAI2] 中 图 4, 
注意 ， 这 是 FFT 的 一 个 应 用 ， 参 考 文献 [LAI2] 中 图 6 和 网 7 43025 0 Y 27 8) US 
小 的 图 像 和 增强 网 像 。 将 该 算法 应 用 于 有 污 迹 或 损坏 的 指纹 网 像 ( 见 参 考 文献 
[LA12] 中 图 1) 中 ， 就 可 以 得 到 增强 的 图 像 (类 似 参 考 文献 [LA12] 中 图 7)。 
在 方向 (a) 22.5" 和 (b) 90°* 上 滤波 后 的 图 像 见 参考 文献 [LAI2] 中 图 6。 获得 
除 22.5" 和 90" 之 外 的 方向 上 的 滤波 图 像 。 基 于 你 的 仿真 结果 写 一 个 详细 的 报告 。 
复习 一 下 本 章 最 后 列 出 的 参考 文献 会 很 有 帮助 。 
8.32.1 方向 带 通 滤波 器 [人 

为 了 能 够 使 其 方 癌 与 径 回 频率 啊 应 的 操作 分 离开 来 ， 使 用 极 坐标 (p, b) 的 
形式 将 滤波 需 表 示 为 一 个 可 分 离 困 数 : 

Hy (p,o) = Hia (P) Minge (P) (P8. 14) 

FEX HAB NEENA AEEA F Huaua (o); 之 所 以 选择 巴特 沃 
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斯 滤波 器 (Butterworth filter) 是 因为 它 与 切 比 雪夫 或 椭圆 滤波 咒 相 比 更 容易 实现 ， 
尤其 是 当 改 变 滤 波 器 阶 数 n 的 时 候 。 该 滤波 器 定义 如 下 : 
rie Veda (BPF), (KME ss (LPF) 


HF ig (9) 2 ——— —— p-JKk +k? ( P8. 15) 
ÉD 
PP bw 
H" (p) = : LI k? 十 1 ( P8. 16) 
Ji n] 
p 
SUH, p, Fil og 分 别 为 期 望 的 带宽 和 中 心 频率 ;整数 变量 n 为 滤波 器 的 阶 数 。 在 本 
课程 实践 中 ， 当 n = 2 时 效果 较 好 。 阶 数 越 高 ， 实 现 复 杂 度 也 越 高 。 该 滤波 器 的 
3dB 带宽 为 本 -W, 22p,,. FEA, W, 和 W, 为 截断 频率 ， 在 截断 频率 处 频率 响应 
幅度 的 二 次 方 | Haa (p) 1 为 最 大 值 的 一 半 (BI 10log,,1/2 = -3dB) 。 当 pv =0 
时 ， 该 滤波 器 ( 见 式 (P8. 15) ) 变 为 一 个 低 通 滤波 器 ， 带 宽 为 pm, 。 高 频 噪声 效应 
可 以 通过 带 状 低 通 滤波 器 在 傅 里 叶 域 滤波 来 降低 。 带 状 滤波 器 的 锐 减 特征 导致 了 滤 
波 后 图 像 的 振 铃 效应 (ringing artifacts) ( 见 本 书 图 5.9 和 图 5. 36) 。 这 种 有 害 的 效 
应 可 以 通过 一 个 平滑 截断 滤波 器 来 消除 ， 如 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 [B4] 。 
在 设计 HE as (0) 时 ， 不 能 将 其 类 比 于 一 维 滤 波 器 ， 因 为 没有 方向 性 的 这 一 
重要 的 概念 。 因 此 采用 了 下 面 的 函数 : 
opu 7601 ow 
Hag, (6) =f Lag, EIL 
0 其 他 
式 中 ， 的 两 信 为 滤波 器 的 角 带宽 ， 即 满足 式 1IEse(d) |= ASE 由 
为 其 方向 ， 即 1 HE uL | 取 最 大 值 时 对 应 的 角度 。 
F(Qbyy) = 下， 则 可 以 定义 K= 8 的 方向 滤波 器 。 其 方向 p, = 在 空间 中 是 


均匀 分 布 的 ,上 =0，1，…, 有 -1。 这 些 滤 波 需 之 和 都 为 1。 因 此 它们 将 一 幅 图 像 
分 成 天 个 方向 的 分 量 ， 这 些 分 量 之 和 为 原始 图 像 。 


高 通 滤波 稻 (HPF) 

















( P8. 17) 











附 对 


附录 A 各 种 离散 变换 的 性 能 对 比 


本 附录 不 包括 快速 算法 、 独 立 性 、 递 归 、 正 交 性 和 执行 复杂 度 等 内 容 ， 因 为 上 述 内 
容 已 在 其 他 地 方 详细 描述 过 ( 见 本 书 第 3 章 ) 。 本 部 分 的 重点 是 关注 变换 的 不 同 特性 。 
设 随机 向 量 x 由 一 阶 马尔 可 夫 过 程 生成 。 当 x = (xo, xy. c0, xy a) . FARA 
[R.] 由 一 阶 马 尔 可 夫 过 程 生成 。 其 中 ，x ，x* ，…，xw_1， 是 V 个 随机 变量 。 

[R =Lpo 7 1，p= 相 邻 相 关系 数 


LZ om Act 
(NxN) (N xN) 














j, k=0, 1, =, N-1 (A. 1) 
数据 域 中 的 协 方差 矩阵 E] 到 变换 域 中 的 【六 ] 的 映射 为 
[$] =[DOT][ X]C [por]") * (A. 2) 
(NXN) (NxN) (NxN) (NxN) 





SUP, DOT 指 离散 正 交 变换 ; ER TORIS pal ode BUM IESU, 

“4 DOT 是 KL 变换 (Karhunen - Loéve Transform, KLT) HY, 因为 所 有 的 变换 
系数 在 KLT 域 中 不 相关 ， 所 以 [5] 是 一 个 对 角 和 矩阵 。 对 于 所 有 的 其 他 DOT, Fi 
余 相 关 DOT EM 的 年 义 见 参考 文献 [ 66，G10] ， 有 : 

N-1 
y a? - Y x. |j- XE E() OG 
n -0 


m=0n=0 


Pu n RETOX, ERA 


D 
I = F È |Z l? 
=0n =0 
注意 ,WN 为 离散 信号 的 大 小 ; 马 , 为 【3 引 PE m £758 n 列 的 元 素 。 其 中 ,m,n = 
0, 1,2, +, N-1, 
对 于 一 个 二 维 随机 信号 〈 如 一 幅 图 像 ) ， 假 定 其 行列 统计 特性 相互 独立 ， 那 么 
其 (NxN) 采样 的 方差 可 以 很 容易 获取 。 这 个 概念 可 扩展 到 计算 (NxN) 变换 
系数 的 方差。 


A.1 变换 编码 增益 








[X] = 数据 域 中 的 相关 和 矩阵 或 者 协 方差 矩阵 (55.6 节 ) 


(NxN) 
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[$] = [A] EE1C [41D *. (GER, ([A]")* = [A] -5 为 西 变换 ) 
(NxN) | (NxN)(NxN) (NxN) 


= ZE PRI HP BTHOSAR Ee A DA 2538 I 
变换 编码 增益 Grc 定 义 为 





ly ~ 
NG “算术 均值 














式 中 ，5% 是 第 个 变换 系数 (k=0，1，…，N -1) 的 方差 。 因 为 方差 的 总 和 在 
任意 正 交 变换 域 中 都 守恒 (总 能 量 守恒 ) ， 所 以 可 以 通过 最 小 化 儿 何平 均值 31 来 
最 大 化 Gre 。 当 所 有 的 方差 都 相等 时 ， 可 得 增益 的 下 限 为 1 ( 见 图 A.1)。 

16 点 规则 DCT 


_ ZBILA 
对 H.264 和 AVS 推 
荐 的 整数 DCT 


Ma 所 提出 的 整数 DCT 
Wien-Kug 开 提出 的 整数 DCT 


编码 增益 Gc 





055 06 065 07 075 08 085 09 0.95 
相关 系数 P 
图 A.1 各 种 正 交 变换 的 编码 增益 比较 
(参考 文献 [LA14] © 2009 IEEE) 





A.2 变换 域 中 的 方差 分 布 


我 们 期 望 得 到 少数 具有 大 方差 的 变换 系数 (这 意味 者 剩余 的 系数 将 拥有 较 小 
的 方差 ， 因 为 方差 总 和 是 恒 量 )。 对 于 N=8，16，32,，… 及 p =0.9，0.95，… 等 
参数 ， 这 一 方差 分 布 可 以 用 图 表 或 者 表格 形式 来 描述 。 

能 量 压缩 在 少数 变换 系数 中 可 以 由 归 一 化 基本 约束 误差 (normalized basis re- 
striction error) 来 表示 ， 其 定义 为 

















J (p) === m 20,1,-,N-1 (5.72) 
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参考 文献 [B6] PI} (5.179) 
式 中 ，6 为 降序 排列 。 变 换 系 数 的 方差 分 布 见 本 书 第 $ 章 表 $. 2 和 图 5.33 (同样 
可 参见 参考 文献 [B6] 中 表 5.2 和 图 5. 18 ) 。 


A.3 ”规范 化 的 MSE ( 见 本 书 第 5 章 图 5.35 ~5.39 及 参考 文献 
[B6] 中 图 5.21 ~5.23) 





2: b ES [^ 
k,l e BHi 

Js = wa 
» >, ES |^ 
k,l =0 





AP, J, 为 阻 带 中 的 能 量 / 总 能 量 ; vw ,是 一 幅 (N x N) 图 像 的 变换 系数 , ky l= 
0, 1, --N- 1, 


A.4 MBAR (RRE) 


RR ELPA Rj 是 在 特定 失真 D( 均 方 误差 ) 时 编码 一 个 信号 的 平均 人 码 率 (HE 
特 / 样 本 ) Bgm MEL BO! 。 
设 xo, X15, 7775, MN Xo 5 X, A ky, VERA RC 














建 值 。X AUX, , ， 是 相应 的 变换 系数 上 =0,，1，…，N-1。 和 那么 平均 的 均 方 失真 为 
i 1 
D = x 2, EL Gs, - $£,)?] e CX ox] 
对 于 一 个 固定 的 平均 失真 刀 ， 率 失真 函数 Rj 为 
Ryo) = LY ma(o. 5 1082 E 参考 文献 [B6] 中 式 (2.118) 
RP, BE 0 通过 解 下 式 确定 : 


N-1 

] " -— s 
DCO) = 4 Y min( 6,31) ,min| Gh) < 6 < max! oh 

k=0 


参考 文献 [B6] 中 式 (2.119) 
为 6 选 一 个 值 
0 
D(6 e Roca) 
来 得 旬 与 忆 的 曲线 中 一 点 
推 寻 不 同 离散 变换 的 Rj 对 应 于 D 的 关系， 这 些 变 换 基于 给 定 N A p 相 邻 相关 
系数 (adjacent correlation coefficient) 的 一 阶 马 尔 科 夫 过 程 。 对 于 N = 8，16， 
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… 及 p=0.9,， 0.95，…， 绘 制 尺 ) 与 忆 的 关系 图 。 
对 于 一 阶 马尔 可 夫 过 程 〈( 见 参考 文献 [B6] 中 式 (2.68)), A: 
[Do sp j, kz0,1,-, N-1 
可 实现 的 最 大 编码 增益 为 
Gul) = aap gym cO co m 
WF, tr 代表 和 矩阵 的 迹 ; det 代表 和 矩阵 的 行列 式 〈 见 参考 文献 [B9] 中 附录 C). 


A.5 剩余 相关 -2 
HR, KLT 可 以 使 一 个 随机 向 量 完全 去 相关 [86] ， 但 是 其 他 离散 变换 达 不 到 这 


Ein. 去 相关 程度 可 由 离散 变换 后 的 剩余 相关 来 估计 。 这 可 以 通过 计算 变换 域 中 
的 互 协 方差 的 绝对 和 来 度量 。 即 
N 








Y Y |o? ( A. 4) ai bi dn 
a x ý [X] —r— ip 
WE N -8,16,32, ,为 的 函数 ( 见 图 A 2). eet 
假设 [X] = [A] [E] [A] T ( A. 5) ! pee 
(NxN) | (NXN) (NXN) (NxN) | ， 
得 [3] =[4]" [4 [A] (A.6) È [4] 


(NxN) (NxN) (NxN) (NXN) " 
RP [F A, Eee Eooxag ^2 [RISE DIR 
值 与 [ > ] 中 对 应 的 数 相 同 , 即 
Dye = diag( 809 811,7, FIN- 1)(N-1)) 

应 该 明确 的 是 , 式 (A.5) PRAI EEB 5 章 式 (5.42a) 导出 的 。 然 而 ， 
[X] 的 二 维 离散 变换 是 式 (5.6a) 中 定义 的 [A] [X] [A]", FRA ACHE, A 
此 ， 为 了 计算 方便 ， 式 (A.5) 可 以 被 看 做 是 [>] 的 一 个 独立 的 二 维 西 变换 。 参 考 文 
Bk [B23] 绘制 了 DCT、DFT、KLT 和 ST 等 变换 的 剩余 相关 与 p 的 曲线 。 

分 数 相 关 (由 变换 剩余 下 的 未 实现 的 相关 性 ， 对 于 KLT 来 说 它 为 0， 因 为 KLT 将 
一 个 协 方差 矩阵 或 者 相关 矩阵 对 角 化 了 ) 被 定义 为 














ILXI-IrXJI? 
ISI- ee 
H, [I] 为 一 个 (NxN) 的 单位 矩阵 ,并且 A] I2 = XY 4]x12。 注 
j=0 k= 
的 值 对 于 KLT 来 说 


意 , AW [$] = [$], FAR (A.3)、(A.4)、(A.7) 
0 
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À. 6 TR = 2E 纳 pra 波 


滤波 顺和 矩阵 [G] 针对 一 个 特定 变换 进行 了 优化 ， 如 噪声 可 以 被 滤 掉 COLI 
A.3)Lc51 对 于 N=4、8、16、32 和 p =0.9、0.95， 分 别 估计 不 同 离散 变换 LA 
A. 4 的 各 种 离散 变换 和 参考 文献 [B6] 中 定义 的 Haar 变换 和 和 斜 变换 ) 的 MSE =E 
( |x-x|?)。 


x 
滤波 过 
的 信号 






n 附加 噪声 


d) e) f) 


图 A.4 ”16 个 元 素 长 度 (N=16) 的 向 量 其 维 纳 滤 波 和 矩阵 [GC] 幅度 显示 (〈 暗 像素 代表 O, 

















亮 像 素 代 表 1， 灰 像素 代表 两 者 之 间 的 值 。 信 噪 比 是 0.3， 并 且 p = 0.9, AP, 
维 纳 滤 波 带 幅度 的 动态 范围 被 式 (5.26) 中 定义 的 对 数 变 换 压 缩 了 ) 
a) 西 变换 b) 哈达 玛 变换 c) PS DFT d) 类 型 1 的 DST e) 类 型 2 的 DCT f) KL 变换 








绘制 图 A. 4 所 示 的 不 同 离散 变换 的 幅度 显示 。 比 较 各 滤波 可 平面 发 现 ， 渡 小 
侣 特性 对 于 不 同 的 西 变 换 变 化 剧烈 。 对 于 KLT， 滤 波 运 算是 一 个 标量 乘法 ， 而 对 于 
西 变 换 来 说 小波 货 矩 阵 的 大 多 数 元 系 具 有 相当 大 的 幅度 值 。DIT 282 OR AB r 
对 角 线 的 幅 值 大 的 项 和 沿 对 角 线 幅 值 逐 渐 减 小 的 项 1。 








282 快速 倩 里 叶 变 换 ， 算法 与 应 用 


A.7 几何 区 域 采 样 (GZS) 


几何 区 域 (Geometrical zonal, GZ) 滤波 并 可 以 是 2:1, 4:1, 8:1, 或 者 16:1 ( 减 
FÉ, sample reduction) (ILAI A. 5), Z4 DCT 3X 2: 1 和 4:1 的 减 样 如 图 A. 6 所 示 。 


. 仅 保持 低频 变 
2 ros 二 维 换 系数 的 一 部 

x) | DOT 分 不 变 ， 同 时 
TET 其 余 值 设 为 0 





图 A.5 几何 区 域 采 样 
DOT 一 离散 正 交 变换 


( 阻 带 ) 

WO 
2:1 Ja FE 

图 A.6 二 维 DCT 域 中 的 减 样 





注意 ， 对 于 一 个 二 维 DCT， 需 要 确定 合适 的 低频 区 域 (ILE 5.8 和 图 5.9), 
我 们 可 以 得 到 各 种 减 样 的 重建 图 像 ， 并 且 可 以 绘制 规范 化 的 MSE 与 所 有 DOT 
减 样 比例 的 关系 图 。 








2, E( x(m,n) - &(m,n) |?) 











规范 化 的 MSE = = ( A. 8) 
E(| x( m,n) |?) 
m=0n=0 
A.8 最 大 方差 区 域 采样 (MVZS) 
在 最 大 方差 区 域 采 样 (Maximum Variance Zonal Sampling, MVZS) H HA 





大 方差 的 变换 系数 被 选 出 来 进行 量化 和 编码 ， 而 其 余 的 变换 系数 (具有 较 小 方差 
的 变换 系数 ) 则 被 设置 为 0。 而 在 接收 端 则 执行 逆 操 作 以 生成 重建 信号 或 重建 图 像 
( 见 图 A.7)。 
原始 图 像 Po, 一 | 重建 的 图 像 
[s Eq mzs ETE -HH ako I3 
(N XN) (N XN) 


图 A.7 最 大 方差 区 域 采样 
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附录 B 图 像 质 量 的 谱 距 离 评价 法 





以 下 内 容 基 于 参考 文献 [1P36 ] ， 并 使 用 与 其 相同 的 符号 和 表达 方式 。 本 附录 
基于 二 维 DFT 域 的 失真 测度 讨论 了 多 种 图 像 质量 评价 方法 。 这 也 例证 了 二 维 DFT 
的 另 一 种 用 途 一 一 二 维 DFT 可 以 用 来 衡量 重建 图 像 的 质量 [651 。 

C, (nj, nj) C (nj, m) 第 大 频段 第 (nj, m) MRR, k=1, 2, =, K, EK 
频段 。 
BE k SEMEN (ni, nj) 位 置 。 
每 一 频段 大 小 都 为 (N x N)。 
MA, RGB (或 YIQ, YCpC,) 空间 的 彩色 图 像 








R (n, Ny ) 

C (ni, n, ) =|G (m, Ny ) ， (n, n, ) 处 的 多 频谱 (频段 数 K 23) (RA [n] zt 
(3x1) B ( ) 
My, n 


c ”多 频谱 图 像 
C 多 频谱 图 像 C 的 第 上 频段 





R (n,, nj) 
E Qn. m) e| E (my n) 经 处 理 或 重建 后 的 在 (n, ny) 位 置 处 的 多 频谱 图 像 
B (n,, n>) 
e, 2 C,- C,, 图像 C 第 大 频段 所 有 像素 的 误差 
第 上 频段 功率 ex = X Fd) 


C, His s. m), C, C (nj, nj) 表示 经 处 理 或 重建 后 (有 失真 ) 的 图 像 。 


原始 图 像 处 理 ， 如 编码 
图 像 解码 器 ( 编 但 / 解码 ) ERI TR 
C(nin5) C(ni,n5) 


l N-1 N-1 N-1 
ms » 之 >, 
所 有 天 个 频段 上 在 (nj, m) 位 置 的 像 系 的 误差 和 为 
K 


| C( ny ,n5) - C(n, n4) | ^ = > | C, n4 05) - C (m,m) ]? 
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(第 天 频段 (n,, nj) 处 像素 误差 的 二 次 方 ) | N 
CK 表示 总 频段 数 ， k-l, 25 Ut, K) N (NXN) 
N-1 N-1 . | 图 像 
e; = > » | Ci (ny n) - C, (n4 n3) |? 
n, =On, =0 
定义 
一 ]2 ` Ass 
Wy = exp | E 为 1 的 第 N TR 
N-1 
Ik, Ie, ) 一 > C, (nm „ny ) Wr Woke k = 1,2, K(k „k> = 0,1, N = 1) 
ni,n2=0 
= 二 维 DFT| C, (m,n ) | 
E Nel. 
IT, (kk Ie, ) 一 > C, (nm „no ) Wa woe k 一 1,2,…,K(k „k> = 0,1, N 一 1) 
n,,nj-0 
= 二 维 DFT[ C, (m 3) ] 
相位 谱 


(ky 5) = arctan [T(E ,ky)], $5) =arctan [FR hy) ] 
LES. 
M(k, k3) = AP, E, ) | ME, ky) = II (Rs, k>) | 
幅度 谱 失 真 


N-1 





1 给 定 : a+ jb 
S=— | Mk, sky) - M k3) |? 
IV inisi 幅度 
DAC B 
相位 谱 失 真 M=va?+b? - |a + jb] 
] Ne! A 相位 
S1 = Vis, 2o | (kiska) -p(k , kp ) |^ p=aretan(2) 
加 权 频 谱 失 真 
N-1 : 
S2 = —|À > lb ky ky) — dI ky) |? 
N kika =0 


N-1 A 
+ (1 af 2, [MOS S) - MC ,ho) | 


ky ko =0 





式 中 ,和 用 于 为 相位 和 幅度 项 分 配 相 应 的 权重 ,0 入 1。 注 EARRA Ox 
意 , 当 和 A=1 时 52 简化 为 S1, 当 和 =0 时 52 简化 为 5。 
设 第 上 频段 图 像 第 1 像素 块 Ci(n n) HAE DFT 为 


jal 
(hy) = 2 C, (n4 n5) Wi Wg” 


N] ,n5 =0 
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Th (ky ky) = | PL ,ky) | eben 
= ml ( k, „k ) eU E) 
kika 20,1,--, N-1 £=1,2,°:°,2 
式 中 , LX (bxb) 大 小 的 重 冯 或 非 重 释 块 的 数量 。 


1 & b-1 、 1/y 
A =D (DCLG sha) | = PEC oka) | | 





k-1 ,k, 20 
1 K b-1 2 1/y 
= E DIAC) |) 1 | 


Po AH + (1 -A 
AP, A 为 幅度 详 和 相位 详 相 应 的 加 权 因子 。 
此 处 对 块 谱 误差 Jy 和 /或 Ju, BETTER VES IRA. (JO, JP, 0, UO 
为 排序 后 的 块 失 真 , 并 有 JO = max (J). 
考虑 如 下 的 排序 平均 : 
块 失真 中 值 S [2 «)00 1] LARA 
Bug UK RES JO 
Lo e 
DUK BUSH zi > yo) 
其 中 ， 块 失 破 中 值 为 最 有 效 的 块 语 失 在 排 序 平均 ， 有 : 
53 = median, 











S4 = median J, 
l 
S5 = median" 


那么 , 令 y=2, 使 用 (32x32) 和 (64x64) 大 小 的 块 能 够 获得 比 使 用 更 大 或 更 
小 的 块 时 更 好 的 结果 。 


B.1 课程 实践 





本 例 与 JPEG 基本 层 系统 比特 率 为 0.25、0.5、0.75 和 1bpp 呈 时 相关 。 请 参见 
本 附录 和 参考 文献 [IP36] 。JPEG 软件 在 参考 文献 [IP22] 提供 的 网 站 上 。 

本 案例 的 目的 ， 是 基于 上 述 比特 率 下 的 Lena 图 像 ， 将 MSE, SNR, IRR ELL 
(dB) 与 参考 文献 [IP36] 中 描述 的 谱 距 离 评价 法 相关 联 起 来 ( 见 图 B. 1). 











© bpp: 比特 每 像素 ，bit per pixel。 
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分 别 计算 幅度 谱 失 真 S$、 相位 谱 失 真 S1, | 
加 权 谱 失真 so 和 块 失真 中 值 SS, BSA BQ C rio C(n,n2) 


和 表 B.1 所 示 ， 夯 出 下 列 曲 线 (并 给 出 数据 


表格 ) . (5207 
(a) 比特 率 与 S 的 关系 — = 
(b) 比特 率 与 S1 的 关系 C(m n3) I (ki, k2) 


(c) 比特 率 与 S2 的 关系 (A 20.5) 
(d) 比特 率 与 85 的 关系 (A =0.5, RA EAR T 
/\\ b 232) 


从 这 些 曲 线 (表格 ) 中 你 能 得 出 什么 oM cn 


结论 ? 图 B.1 原始 图 像 与 重建 图 像 的 DFT 


对 于 JPEG， 质 量 因 子 可 以 控制 比特 率 ' 2. 。 量 化 后 的 DCT R S (u, v) Œ 
XU: 





S, (u,v) = Bii [Cn | 最 近 的 整数 
AF, S(u,v)Xzs DCT 系数 ; Q(u,v) AN ig EME ICR; (u,v) 表示 DCT AK 
数 不 同 的 频率 分 量 。 反 量化 过 程 无 取 整 操作 ， 有 
S(u,v) =S (u,v)Q(u,v) 
式 中 ，S(w,v) 为 反 量化 后 的 DCT 系数， 以 便 进 行 二 维 (8x8) IDCT 操作 。 
引入 一 个 1 ~100 范围 内 的 整数 质量 因子 JPEG， 用 于 控制 量化 矩阵 Q(u,v) 


PAJIC? 8] 。 因 此 ， 质 量 因子 可 以 用 于 调节 比特 率 。 令 Q(u,v) 与 压缩 因子 
a AZ , Qa 定义 如 下 : 





50 
一 < 
4 JPEG ]zxq JPEG «50 
2xq JPEG 
0 m2 2 m 50xq JPEGx99 








且 需 满足 条 件 : 修正 后 量化 矩阵 wo(z,z) 的 最 小 元 素 值 为 1。 当 9_JPEG 2100 时 ， 
aQ(u,v) 的 所 有 元 素 都 为 1。 例 如 ， 当 9 JPEG =50 时 有 a=1， 当 gq _ JPEG =25 时 
^ az2, = q JPEG =75 时 有 a=1/2, 

X B.1 JPEG! 7 2 重建 图 像 质量 的 多 种 评价 方法 


图 像 ”| 比特 率 /bpp | 质量 因子 CR MSE S S1 S2 S5 PSNR (dB) 
LenalO 0. 25 10 32:1 | 59.481 | 22.958 | 5.436 | 14.197 | 12. 144 36. 442 


Lena34 0. 5 34 16:1 |22.601 | 8.881 | 4.693 | 6.787 | 6.027 40. 644 


Lena61 0. 75 61 32:3 | 14.678 | 5.738 | 4.199 | 4.968 | 4.823 42. 519 
Lena75 1 75 8:1 10. 972 | 4.348 | 3.835 | 4.092 | 4.271 43. 783 
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MSE 





10 4 


03 04 05 06 07 08 0.9 10 03 04 05 06 07 08 09 10 
bpp bpp 


a) b) 





03 04 05 06 07 08 09 10 03 04 05 06 07 08 09 1.0 


bpp bpp 
c) d) 





123 
i 43 
10 42 
9 m^ 
Q8 Z 4 
Z 
7 A 3 
6 38 
3 37 
03 04 05 06 07 08 09 10 03 04 05 06 07 08 09 1.0 
bpp bpp 
e) f) 





图 B.2 Lena 图像 失 真 与 每 像素 比特 数 的 关系 
a) MSE b) 幅度 谱 失 真 S9 c) 相位 谱 失 真 51 
d) 加 权 谱 失真 S2 e) 块 失真 中 值 S5 f) PSNR 


288 快速 倩 里 叶 变 换 ， 算 法 与 应 用 


附录 C 整数 离散 余 强 变换 (Int DCT) 


目前 ， 已 开发 出 了 和 在 干 种 整数 DCT。 其 目的 是 用 仅 含 有 整数 加 法 和 整数 乘法 
(比特 相 加 和 移 位 ) 的 运算 来 实现 整数 离散 余弦 变换 (Int DCT) 及 其 逆 变 换 。 这 
样 也 能 确保 不 会 出 现 现 有 MC - DPCM 混合 视频 编码 标准 中 存在 的 DCT 和 IDCT 失 
配 及 误差 积累 的 现象 ， 这些 标准 包括 H.261, MPEG - 1, MPEG -2, MPEG -4 视 
频 部 分 :路 、AVS China ?^ K WMV -9 3 下面 给 出 了 几 种 (8x8) 整数 
DCT 的 例子 。 

(1) Cham!!-P. 

(2) H. 264 U -22,LA19] 

(3) WMV -9!!-23. 

(4) AVS - China! ! ?'- 

读者 可 以 参阅 参考 文献 [1-13] 来 了 解 开 发 整数 DCT 的 理论 知识 。 





C. 1 提升 结构 的 整数 DCT US) 
DCT 及 其 逆 变 换 定 义 如 下 : 


xe! (g) = [eto E encas bas P 1] k =0,1,---,N-1 
n=0 


N 
(C. la) 
N-1 ] 
x(n) = AS e(k) XC! (K) cos Heta) n 20,1,:-,N -1 

N $0 No 

( C. Ib) 
其 中 
1/42  kz0 
elk) = 
1 k#0 


整数 DCT 可 以 用 与 推导 整数 FFT ( 见 本 书 第 4 XX) 相同 的 方法 得 到 。 为 构造 
整数 DCT， 需 利用 沃 尔 什 -= 哈达 玛 变 换 (Walsh - Hadamard Transform, WHT) 将 
DCT 核 分 解 为 Givens ege IE X 1702, Bp 
cos 0 -sin 0 cos Ü sin 6 
| Re | -| lerri =| |- [LR 4] SIR] 


sin 0 cos 0 -sin Ó cos 0 


附 mR 289 





Givens 旋转 又 可 用 提升 法 如 下 分 解 : 


"RELIER 
0 一 
0 1 sinô 1 0 1 


] cos 0 一 ] 1 old cos 8 — | 
skli = sin 0 l sin 0 
0 1 sin 0 0 1 


当 式 (C2) 中 的 一 个 蝶 形 结构 变 为 式 (C.3) 中 的 格 型 结构 时 ， 则 可 通过 在 提升 
步 又 中 加 入 非 线 性 量化 操作 Q (如 “加 下 取 整 ”或 “四 人 铭 五 人 ”) 来 构造 整 
数 DCT. 


| 
EI -| i lo ie : -| 1 l4 ak | 4) 


HP, a, b, ce 可 以 为 任意 实数 。 注 意 到 前 回 结 构 中 对 提升 系数 的 量化 操作 在 其 反 
器 结构 中 已 经 取消 ， 因 此 该 格 型 结构 是 可 逆 的 。 同 时 , st (C.4) 中 的 格 型 结构 有 
以 下 性 质 : 








(6.3) 











d e E g "n 
R — R = C.5 
Re! 17 LPS VT uid 


C.1.1 利用 沃 尔 什 -哈达 玛 变换 分 解 DCT 


沃 尔 什 - 哈达 玛 变换 (WHT) 可 以 用 于 开发 整数 DCT' 514。 由 于 其 所 有 元 素 
都 为 +1， 因 此 WHT 只 需要 加 法 (或 减法 ) 运算 。8 点 沃 尔 什 顺 序 的 WHT 4E 
AT 








L 1 1 1 1 1 1 1 
l 1 1 1 -1 -1 -1 -l 
Ll 1 -1 -1 -1 -1 1 1 
it x al 34 3 db = 
HN) ca d qoa dp o2 eae) 
fa a 3X 4 3 3 aA 
FE 
和 





Wk [B] 为 一 个 首位 序 和 矩阵， 即 它 能 使 输入 序列 按 闭 位 序 重新 排列 。 令 式 = 
1x(0) ,x(1) ,3(2) (3) (4) (5) (6) ,xz(7)17， 则 乘积 ; 
[B]X = {x(0) ,x(4) ,x(2) ,x(6) ,x(1) ,x(5) ,x(3) ,x(7)}" 
其 元 素 为 首位 序 。 
设 输入 序列 x 的 DCT 为 X=[C ]x。[C ] 为 类 型 2DCT 的 核 ( 见 式 


(C. 1a) )。 此 时 标准 化 [H] 使 得 [H] = VAZNLH,] 为 标准 正 交 矩阵 ， 则 有 


290 ie Be Ew, HAS MA 
[H,] 7) =[H,] 。 可 以 证 明 . 
Xpro =| B |X = J/1/N[ Tro 1L B JLH, |x 
AP, [Tero] 2LB]OXLH, D [B]! 为 分 块 对 角 阵 。 依 据 转换 矩阵 [ Typo |, DCT 
可 分 解 为 
X-[B]' Xeno=[B [Tero] [B] [Hy] x (C. 7) 
对 于 8 点 输入 序列 ， Tus] 具体 形式 如 下 ， 
1 0 
0 1 á 
0.924 0.383 É 
T] = m ud 
me 0.906 -0.075 0.375 0.180 
: 0.213 0.768 -0.513 0.318 
-0.318 0.513 0.768 0.213 
-0.180 -0.375 -0.075 0.906 
(C. 8) 
1 0 
0 1 0 
- UL tun 
0 LU, | 
0. 981 0 0 0.195 
U 0 
[U,] =[B;] i LU 416] i i "d "M 
- 0. 195 0 0 0.981 
(C. 10) 
其 中 
1000 
-B,] = 00 1 0 Lu. al =| 0. 832 Pd 
0100 nem -0.557 0.832 
0 0 0 1 
as] =| 0. 981 ad -U SE 0. 924 qd 
d -0.195 0.981 =i -0.383 0.924 


图 C.1 给 出 了 [UU] 的 流 图 。 当 画 出 式 (C.10) 的 流 图 时 ， 逆 位 序 和 矩阵 


LB,] 可 以 被 
形式 如 下 表示 - 


“吸收 ”， 


EI [U 46] ZEN [Us A6] 





图 C. 1 所 示 可 以 用 和 窍 阵 
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[U 8 ] [U 56] [Ung] ' [U77716] 
[U n16] 


uU N — © 





0 0 
1 1 
2 2 
3 3 


uU N- © 


[U s] [Usus ] 
a) b) 


图 C.1 [U,] 流 图 (参考 文献 [1-17] ©2000 IEEE) 
a) 式 (C.11) b) Ñ (C.12) 


0. 981 0 0 0. 195 


| U4] = i | Usat6 | i 
-0.195 0 0 0.981 
0. 924 0 0.383 0 
0 0.94 0 0.383 
(C. 11) 
-0.38 | 0 0.924 0 
0 -0.383 0 0.904 
XX (C.11) 可 分 解 为 
0.195 0 0 -0.981770 00 1 
| 5 Ul =f dg 
0.981 0 0 0.195 ]|-1 0 0 0 
0 0 1 010.383 0 -094 0 
0 0 01| o 038 0 — 0. 924 
-1 0 0 0/094 0 0383 0 
o -100] 0 094 0 0. 383 
015 00 -098110 -1 0 010.383 0 -09%4 0 
0 0 0 0 1| 0 038 0 -0. 924 
=| o Uma] 0 -1 0 0 0|094 0 038 0 
0981 00  015/.]| 0 o -1 Off 0 094 0 0. 383 
(C. 12) 
ons] oss oam ] IUe] RA (6.2) 
nua) = | ue | NS bees | 
s 0.981 0.195 5 0.924 0.383 


图 C. 1b 给 出 了 式 (C.12) 的 信号 流 图 。 由 DCT - 开 的 WHT 分 解 可 知 ， 可 以 
用 整数 提升 算法 来 实现 整数 到 整数 的 映射 且 能 保证 其 可 逆 性 ， 同 时 也 能 很 好 地 保留 
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浮 点 DCT 的 特性 。 
C.1.2 整数 DCT 的 实现 


由 于 Givens 旋转 可 用 式 (C.2) ~ 

l 和 提升 算法 实现 
4) kis i ii ea nen 图 C. 2 “三 个 整数 提升 步 又 实现 一 个 Civen 
(C.9) J ERE d EN 旋转 角 (o, MB, 为 (最 多 5b 位 的 ) 提升 





ipd 
MZ e H YR AlE E M 
多 。 将 格 型 结构 中 的 学 点 乘 子 量化 为 qe 
Po 一 *Bo/2 的 形式 ， 则 其 可 以 仅 使 用 (参考 文献 [1-17] ©2000 IEEE) 
移 位 和 加 法 运算 来 实现 。 其 中 ，1/2 
Ame bt, 


图 C. 2 给 出 了 实现 一 个 Givens 旋转 的 三 个 整数 提升 步 台 。 其 中 的 两 个 整数 乘 
T a, MB, TE Y bf, 3€ C. 1 列 出 了 四 个 Givens eae ALE a, MB, HP 
用 于 表示 整数 乘 子 的 位 数 ( 即 比 特 数 ) 5 =1，2，…，8。 仿真 结果 表明 ,， 当 4b=8 
时 可 达到 与 浮 点 DCT 相当 的 性 能 ， 即 使 每 一 节点 的 精度 都 为 16 zi! 2s 图 C.3 
给 出 了 一 种 通用 的 8 点 整数 DCT， 需 要 45 次 加 法 和 18 KEM. 
表 C.1 不 同 旋转 角 对 应 的 乘 子 w MB, 的 值 (5 =1，2，…，8) (参考 文献 [1-17] ©2000 IEEE) 












































角度 - 1/8 
b/bit 1 2 3 4 5 6 q 9 
on 0 50 
B, 0 aj -3 -6 a2 =24 -48 -97 
角度 30/8 
b/bit 1 9 
Qt -1 - 171 
B, 1 236 
角度 70/16 
b/bit 1 9 
aj -1 -210 
B, 1 251 
角度 30/16 
b/bit 1 9 
Qt 0 77 
B, =1 -142 
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E [Ay] [B] Usms] [ Urn) 1 6] [B] : 


"m [m uu Gin | EA Od 
CH Pepe XH 





图 C.3 ”一 种 低 复杂 度 、 无 乘法 因子 的 整数 DCT ( [U oag] 是 [U 4] 的 整数 近似 ， 选 自 表 C. 1) 
(参考 文献 [1-17] ©2000 IEEE) 


C.2 利用 二 元 对 称 性 原理 实现 整数 DCTI] 


另 一 种 实现 整数 DCT 的 方法 是 用 一 系列 整数 替换 8 点 DCT 的 变换 核 。 对 于 8 
ee 文 种 类 型 的 变换 。 边 界 条 件 用 于 保证 新 变换 只 含有 整数 ， 
Be Mee DCT。 由 于 这 些 整数 能 够 取 到 很 小 的 值 ， 因 此 变换 很 容易 实现 。 


C.2.1 产生 8 点 整数 DCT 


SEE [TR] 表示 8 点 DCT 的 核 ， 下 面 给 出 了 将 8 点 DCT 转化 为 整数 DCT 核 
的 步骤 。 
将 [TR] PRIHEJ, m=0, 1, =, 7 用 和 矩阵 [K] 进行 缩放 ， 则 这 些 基 
问 量 可 用 变量 a、b5、c、d、e、f 和 g 如 下 表示 : 
€E 8 8 8 8 8 8 Z 
a b C d -d -c -b -a 
Jg c = =e =; d « 

















TR] = [天 
DUE -g -E&E 8 £8 -E -E 8 ( C. 13) 


sec = d re F 
-a a -b c -d 
= (ko Jo shy Jika Ja ,hs Jz I, J4 sks J5 ,ke Je, I; 万 ) =[K][J] 
XP, [k] =diag(ky, ky, «s, Kj), H4m=0, 1, °°, 7M, |4,, J, ^ =l 


Q 
| 

O 

o~ 
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由 表 C. 2 可 知 ， 确 保 变换 [TR] 正 交 的 惟一 条 件 为 
ab — ac + bd +cd ( C. 14) 
由 于 式 (C. 14) 中 有 4 个 变量 ， 因 而 有 无 限 多 组 解 ， 从 而 可 以 得 到 无 限 多 个 不 同 
的 正 交 变换 。 

MRE kp, Hma=l, 3,5, 7, ite d=1, Wa =5.027, b=4. 2620, c= 
2.8478, FRW k, Hm=2, 6, fe f=1, We=2.4142, JAVA ERA, y 
使 新 变换 尽量 相似 DCT 并 且 能 够 达到 与 DCT 相近 的 性 能 ， 我 们 可 以 设 定 下 列 边界 
条 件 . 








azbzcmd, Hezf (C. 15) 
此 外 为 了 消除 因 使 用 无 理 数 而 产生 的 截断 (AD) 误差 ， 须 满足 下 列 条 件 : 
a, b, c, d, e, f Bg ZR ( C. 16) 
X C.2 行 基 向 量 正 交 的 条 件 
Ji Jo J J4 Js Js J 





Jo 1 1 1 l 1 1 1 
Ji 


J 1 1 1 1 1 
J; 1 1 1 2 














注 : 1. 若 两 者 内 积 为 零 ， 则 正 交 。 

2. di ab 2ac bd cd, WIES, 

满足 式 (C14), (C.15), (C.16) 条 件 的 变换 ， 称 为 8 点 整数 DCT, —H 
[LJ] 中 的 元 系 确 定 ， 则 可 以 得 到 能 使 这 些 新 变换 标准 正 交 的 缩放 因子 。 由 式 
(C.13) 可 得 





hh, =1/ (2428) ( C. 17a) 
kı =k, =k; =k =1/( 42 Va +b’ e c^ +d’) ( C. 17b) 
k, =k =1/(2 afer ef) ( C. 17e) 


图 C.4 给 出 了 该 8 点 整数 DCT 的 一 种 快速 算法 。 
C.2.2 视频 编码 标准 中 的 整数 DCT 


H. 264 

H.264/MPEG -4 AVC 高 保 真 范围 扩展 层 (Fidelity Range Extension, FRExt) H-7- 
中 使 用 了 整数 DCT, PW g-8,a-212, b=10, c=6, d=3, c=8, f=4 时 的 8 点 整数 
DCT ìt E DCT (8, 12, 10, 6, 3, 8, 4) 。 将 这 些 变量 代入 式 〈C. 13) 并 计算 出 
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数据 向 量 ASPA HJ 
x(0) CL KO X(0) 
x1) VAS A 
MW ERE NN 
x(3) NULL LINEAR in X(6) 
DX k(6) 


x(4) 
SPR SRE 
[ANDE XE 
oY Sao 


-a k(3 
x(7) > ne XT) 
-1 d KT) 


图 C4 8 点 整数 DCT 正 变 换 快 速算 法 (p=(b+c)/2a H. q= (a-4d)72c) [1-13] 


相应 的 缩放 因子 使 得 [ TR][7TR] = [7] (LT) HAMER), ee Hea AT P 
BTZR : 
-—— —— — (C.18) 
16 /2 17 42 8 45 
当 [ TR][TR] z[I]Bf, "H[TR]' [TR] 2 [7], HERI TR s] 2 [Ks] [Jn ] PIER 
矩阵/ 变换， 其 中 
| 1 1 1 1 1 1 
[Kye] = diag ‘ai aa Sax PO ER 
8 8 8 8 8 8 8 8 





12 10 6 3 -3. 6 =l =P 
8 4 -4  -8 -8 -4 4 8 
10 -3 -12 -6 6 12 3 -10 
us] =| 2g _g g sg -g -g g | (C? 
6 -12 3 10 -10 -3 12 -6 
4 -8 8 -4 -4 8 -8 4 
3 -6 10 -1 12 -10 6 ed 
WMV -9 
美国 微软 公司 的 Windows Media Video 9 (WMV - 9, SMPTE 421M VC - 
1) ”使 用 DCT (12, 16, 15, 9, 4, 16, 6)。 该 变换 的 设计 方式 使 解码 器 能 
37 H1 16 {nay eae HY aaa 换 操 作 。 其 缩放 因 了 于 如 下 : 
WA hi ep hl (C.21) 
1 1 1 1| 


| 1 1 1] 
Lt rr We 
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12 12 12 12 12 12 12 12 


16 15 9 4 -4  -9 -15 -16 
16 6 -6 -16 -16 -6 6 16 
15 -4 -16 -9 9 16 4  -I15 
ual = Oo =D 245» O 39 ee al 39 uo 
9 -16 4 15 -15 -4 16 -9 
-16 16 -6 -6 16 -16 6 
-9 15 -16 16 -15 9 -4 
[Jesl] [Jus ]"=diag (1152,1156,1168,1156,1152,1156,1168,1156) 
(C. 24) 


LT] =(Jyg]* [Jug] ) 7 
c 1 1 1 1 1 1 1! - 
(LJygl°)  -diag NICE IDE nit HJ 
(C. 25) 


d r, (8 8 8 8 8 8 8 8 
732.4] diag add dede eb 
(C. 26) 





Wb. [Jug 17 可 用 作 VCI 解码 器 的 逆 变 换 ( 见 参考 文献 [LA22] 中 附 
oR A) o 
AVS China (中 国 音 频 视 频 编 但 标准 ，Chinese audio and video coding standard ) 

我 国 的 新 一 代 音 频 视频 编码 标准 AVS 1.0: 21 fg DCT (8, 10, 9, 6, 2, 


10, 4)。 其 缩放 因子 如 下 : 











echec Wc. peo (C. 27) 
S2 1642. V442 V464 4 /29 
D beans [DOR VR E N NC DRIN 
f 16/2 442 4 V29 4/442 1642 442 4 429 ./442 
(C. 28) 
8 8 8 8 8 8 8 8 
10 9 6 2 -2 -6 -9 -10 
10 4 -4 -10 -10 -4 4 10 
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注意 ，AVS China 中 的 8 点 整数 DCT 实际 上 是 矩阵 [Jes] 的 转 置 。 用 Jna] 
表示 H. 2641172] rp i Fg 4 点 整数 DCT AK, MIA. 
1 1 1 1| 
o tf 2 0 
Halt], 2] 2] 1 ( C. 30) 
E ou 2 xg 
下 面 考虑 用 [Jia] 的 形式 表示 [ Jaa] 5o HERE RE EB FT 9 TE TRAE 
向 量 ， 这 是 由 于 它们 组 成 了 一 系列 标准 正 交 基 。 由 于 [J4] TEZ, HEA: 
[Ju a1 0L Jug |’ =diag(4,10,4,10) (€.31) 
[Jaa] = diag (4,10,4,10) (LJ, 4] ) jd (C. 32) 
TA 


将 上 述 对 角 和 矩阵 的 两 个 分 数 元 系 用 适当 的 方式 分 配 到 正 癌 和 反 回 变换 中 ， 有 : 














ls [1111 
= [ Jha diag re (C. 34) 
XB, [Jp] 表示 H. 2641' 信 | 中 使 用 的 逆 变 换 ， 定 义 如 下 : 
1 1 1 1/2 
be a TN 1 2 1 172 -1 -1 
[54121744] diag 最 l5 — 1 _1/2 _] ] (C. 35) 
1 -1 1 —1/2 








利用 式 (C. 34). (C35) 及 本 书 附录 .4 中 的 结论 ， 上 式 经 扩展 后 可 用 于 求 二 维 
输入 序列 [x] 的 整数 DCT 系数 [X], Hil 
T 
[X] = Izd ave «CE Ji a] [x | [Jaa] ) (C. 36) 
式 中 ,“。 表 示 两 个 矩阵 对 应 位 置 元 素 相 乘 。 二 维 (4x4) 变换 用 可 分 离 的 方式 进 
行 计 算 一 一 先 对 输入 和 矩阵/ 抉 的 行 问 量 做 变换 ， 在 对 其 列 回 量 做 变 搞 。 二 维 逆 变换 
也 用 类 似 的 方法 进行 。 
工 
fe] 2C [ (61) (151: )] 9 G4 = Ue on om 
(C.37) 
xk (C.34) thay ZH EE SI F EXER ÉE, zX (C.38a) 为 编码 天 
BH, X (C.38b) 为 解码 器 所 用 -9 。 


| L 2 i Dx 1 1 1 | 
I — D. = = Ss ?9 9 D 











298 快速 倩 里 叶 变 换 ， 算 法 与 应 用 


( C. 38a) 
T 
= inv 。 1 21 2 ny | 7 “本 e 
= | lae (1, 2.1, EV cates qaae (2 [2.1 2) 
( C. 38b) 


WMV -9 中 4 点 整数 DCT 的 核 [Jea] 为 如 下 形式 : 
17 17 17 17 
22 10 -10 -22 
- C. 39 
Iya 12 17 -17 17 ( ) 


10 -22 22 -10 
1 1 1 1] 
T 1: O IM ee XE 
LJw.4] diag eerie Tee e 


18 18 18 18 
= TH: 
= [Jua] diag E '32292'32289 aas i Jua | 
zu: T (8 8 8 8. _ 


bt, Lr, 17 可 用 作 VCI 解码 器 的 道 变换 ( 见 参考 文献 [LA22] 中 附录 A). 





”32 
AVS China 中 4 点 整数 DCT 的 核 [J.4]」 为 以 下 形式 
二 ; ^ i » (C. 41) 
1 -3 3 -I 
性 质 C.1 给 定 一 个 NxW WERE [A], BAIER ERN AEE, fe det 
[A] =a, 将 其 m 行 分 别 除 以 m (EN) 个 常数 oo au, cs, ap SQUARE, 


E 


a, = a = det | A] (C. 42) 
=0 


k 
并 将 其 记 作 [B], NWA det [B] 
例如 , 4 [A] -[ “|. WU det [4] =7, 从 而 [B] = | 


性 质 C.2. X F—^4EASÓRBEE [TR], A det [TR] x1, 

由 以 上 两 个 性 质 可 得 ，det [Jing | =1/(det | Ky & )。 其 中 ， [Ka] 和 [Jia] 
分 别 由 式 (C.19) 和 式 (C.20) EX., 
C.2.3 8 点 整数 DCT 性 能 


Dong 等 人 -开发 出 了 两 类 16 点 整数 DCT 并 将 其 分 别 应 用 于 中 国 音 频 视 频 
编码 标准 AVS China 增强 档次 (Enhanced Profile, EP)!'4'8! 与 H.264 高 档次 


1, det [J, a] =1/(det | Ki gs])。 
277 | 
1 5 l° 
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(High Profile, HP):!-?rp, fi pois ob PE BEE 16 点 或 8 点 整数 DCT, 
作为 H. 264 的 第 一 个 修订 条， 高 保 真 范围 扩展 层 (FRExt) 包含 四 种 类 型 的 高 
档次 。 
仿真 结果 表明 ， 不 论 是 AVS 增强 档次 还 是 H. 264 高 档次 ，16 点 整数 DCT dips 
来 了 显著 的 增益 。 因 此 它 可 以 作为 一 种 高 效 的 编码 技术 ， 尤 其 是 在 高 清 视频 的 编码 
中 (URBE A. 1) EEA 。 
表 C.3 p=0.9、N =8 时 平稳 马尔 可 夫 序 列 变换 系数 的 方差 9 











变换 
KLT AVS C1 C4 
Lk 
0 6. 203 6. 186 6. 186 6. 186 





1. 084 1. 100 


0. 330 0. 305 


0. 164 0. 155 


0. 105 0. 105 


0. 089 0. 089 


0. 065 0. 072 


0. 047 0. 060 

















RICS p-0.9, N=8 时 平稳 马尔 可 夫 序 列 变换 系数 的 方差 分 布 ( 见 表 C. 3) 1-0] 
(“* ”表示 KLT Al DCT"; “o” RI Cham 型 整数 DCT、H. 264 AVC FRExt, WMV -9 & AVS; 
“+ ”表示 Chen - Oraintara - Nguyen 型 整数 DCT C1 和 C4) 
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 
基数 量 (保持 的 变换 系数 的 数量 )m 








图 C.6 p=0.9、N=8 时 平稳 马尔 可 夫 序 列 经 不 同 变换 后 的 基 约 束 误差 
Jn -基数 量 m 性 能 比较 ( 见 表 C.4) -20 
(“x* ”表示 KLT fil DCT! Cham 型 整数 DCT, H. 264 AVC FRExt, WMV -9 & AVS; 
“+ ”表示 Chen - Oraintara — Nguyen 型 整数 DCT C1 和 C4) 
表 C.4 p=0.9、N =8 时 平稳 马尔 可 夫 序 列 经 不 同 变换 后 的 基 约 束 误差 J, -基数 量 m 性 能 比较 
(整数 DCT! 8], Hn 264-2). WMV -9U-2). AVSL1-?21]， C1 和 CA LU 720) 


变换 
| KLT pcr! Int DCT H.264 | WMV -9 AVS C1 C4 
m 
100 100 100 100 








NY 


100 100 100 


22.7 22.7 22.7 22.7 22.7 23.3 23.4 
099 | 10. 1 10. 1 10.2 10. 1 10. 1 9.9 9.7 
5.8 5.8 5.9 5.8 5.8 5.8 5.9 


wd T Jl 3.8 257 NI 3.8 4. 0 
2.4 2.4 2.5 2.4 2.4 2.5 2.7 
1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.4 1.6 
0. 7 0. 7 0. 7 0. 7 0. 7 0.6 0. 7 


C.3 习题 








SEN] mn) AINSIN e| O 











C.1 仿照 式 (C.36) 和 式 (C.37), Ask (C.39) 和 式 (C.41) 中 定义 的 4 
点 整数 DCT 核 推 导 缩 放 因子 。 
C.2 计算 式 (C.19) 和 式 (C.20) 中 定义 的 det [Kpg] 和 det [Jhs], J A 


附 K 301 


此 验证 性 质 C. 2. 
C.4 课程 实践 


C.1 比较 (8x8) DCT 的 性 能 : 

(I) (8x8) DCT", st (Cla) 中 所 定义 的 。 

(II) H.264 采用 的 (8x8) 整数 DCT, 式 (C.19) 和 式 (C.20) 所 定义 的 。 

(WM) 美国 微软 公司 WMV -9 (VC -1) 采用 的 (8x8) Re DCT, XX 
(C.22) MIÈ (C.23) 所 定义 的 。 

(IV) AVS China 采用 的 (8x8) 整数 DCT, 5X (C.25) FIÈ (C.26) 所 定义 的 。 

WFC), (H), CH) 和 (IV) 完成 下 面 的 工作 。 

(a) p=0.9 时 一 阶 马 尔 科 夫 过 程 的 方差 分 布 (画图 并 给 出 数据 表格 )， 参 见 
图 C. 5 和 表 C. 3 。 

(b) 归 一 化 基 约 束 误 差 与 基数 量 的 关系 〈 男 网 并 给 出 数据 表格 ) ， 参 见 岁 C. 6 
MK C. 4, 

(c) 得 到 变换 编码 的 增益 。 

(d) 对 本 书 式 (A.7) 定义 的 分 数 相 关系 数 (0 «p <1) MAL 
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附录 D DCT 和 DST 


D.1 DCT 和 DST mM: 


下 面 列 出 了 DCT 和 DST (类 型 1 ~ W) 的 核 L823] 。 
I ~JIV 类 DCT 


/之 mkn 
(Cal <2, 6,008| “| k,n=0,1,°°°,N 
2 [n 23 
[Ca lin = esc” 2 | k,n=0,1,:--,N-1 


N 


2 Ü 23 
[Cy p. Fresco)” 2 d k,n=0,1,:--,N-1 
IV 2 a(k ) 
[Cy n= Woes 2 k,n20,1,:---, N-1 
N 


Cni VIL Cy LAURER [Cy DIL Cy ERE ES, 
[C 








pd 
WA 
A NN 
3 
十 
IL 


LO] STO = (Cy [Cy | [Cy 1T 2 [CR ] 
pq S.C.) sre Do Asp ere 
I ~ IV DST 





[D] [CEi]s[D]LSE[J] di 
sth, [J] 为 单位 矩阵 取 反 ; [D] 为 对 角 和 矩阵 且 其 对 


5=0，1，.…，N-1( 见 参考 文献 [B28] 第 76 H). 





Bl. 
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下 面 列 出 了 DCT A DST (类 型 V ~ WI) 的 核 。 

















V ~ W DCT 
V _ 2 Tkn _ B 
(Ca Tas BN 4098 ay 1 . w=0, 1, , N-I 
1 
[CA], = : test k, n=0, 1, , N-1 
J/2N -1 2N-1 
[ a an(k +5 k, n -0, E , N-1 
v2N -1 2N -1 
1 1 
| MM — (Ee n3 k, n=O, 1, 9 N-2 
V2N -1 2N -1 
[Cy 7e DO. l= DOS] Ko NT Eo NL Ee 
Ko WARE EC NU ME a Ko eS Lead = Be | 
V ~ W DST 
V = 2 ! 2mkn B 
(SN In = in| lv Wed. - 2. , N-I 
1 
SI. du o a anm a] k, n=l, 25 Ut, N-1 
v2N -1 2N -1 
1 
EN k, n=l, 25 Ut, Ne 
v< -1 2N -1 
1 1 
[SW], =? (css 273 (n3) E NE ES 
N tkn JAN-1 ” 
= 2N =i 
Sal = eal eS 18 pae [eae = D 
psc te [eal = DS] [59] = [ww 
其 中 
p=0 或 NN 
"in 
1 pzOd4N 
1 
— p=N-1 
e 
] pzN-l1 





.Ex& DCT 5j DST 455 M 点 广义 DFT (Generalized DFT, GDFT) 相关 。 令 NN 为 
TERR, MPR TL ~N, A ME2N; 对 于 类 型 V W, 有 1MH=2N-1。 因 此 ， 对 
于 类 型 1 ~ IV. (偶数 长 度 CDFT) ,. M 为 偶数 ; 对 于 类 型 V ~ WH (奇数 长 度 GDFT)， 
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M 为 奇数 。 

参考 文献 [LAB] 给 出 了 GDFT 及 全 部 16 种 离散 三 角 变 换 ( I ~M DCT 和 
DST) 正 交 和 非 正 交 形式 的 代码 。 为 计算 GCDFT， 参 考 文献 [LA3] 中 的 edft. m 使 
用 了 下 列 形式 的 FFT, 


Nel 
[6,,] = X (hk) = ELE k 20,1,^,N-1 
n=0 


N- 
Ly p(n) pedem — pen Y: [x(n) Wa" | ] wh 
JN =0 


~ IND 
1 
= —W(E+ObFFT[ x(n) WE | (D. 2) 
N` N 
a=0, b=0: 一 般 DFT 
a = T. b=0: 奇 频率 DFT 


a=0, bo. 奇 时 间 DFT 





P =>. b =>: 奇 时 间 奇 频率 DFT 


D.2 西 DCT 和 DST 的 推导 


本 市 分 三 个 步 台 推导 西 离散 三 角 变 换 (Discrete Trigonometric Transform, DTT) 。 

(1) 对 于 一 个 特定 形式 的 GDFT， 选 择 与 其 相同 /相关 类 型 的 DTT。 参 见 参考 
文献 [1-12] PKI, 

(2) 对 GDFT 应 用 对 称 输入 扩展 以 得 到 DIT (参见 参考 文献 [1-12] PKI 
TÉ 2) , 

(3) 使 DTT 正 交 化 。 

推导 过 程 中 我 们 可 以 看 出 DTT 具有 的 其 他 特性 。 本 市 使 用 与 参考 文献 I- 
12] 相同 的 符号 。 











DCT- II 
令 X 为 一 个 长 度 为 (ON x1) 输入 癌 量 x 的 类 型 -2 DCT. 
X = Goi] [Eysus] x= [C] x (D. 3) 
1 1 
!  2N | N 


wlan, 4 DCT SEE N 24, MN GDEFT 输入 序列 的 长 度 ， 有 : 
Le IN-1, N, N+1} 
(LxM) - (Nx2N) 
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.07(0 4172) Om(1 24172) .0T(6 41/2) On(7 4172) 
e)? N e ! N € e ! N e ! N 
Eu Nue +1/2) jae +172) Eun +1/2) 
e e idi e e 
| Go 172 | | Buss | = .27(0 +1/2) .277(1 +1/2) .2T(6 +1/2) 2mn(7 +1/2) | Éyusus | 
e ! N e J N is e ! N e ! N 
.3T(0 4172) .37(1 +1/2) .37(6 +1/2) .3T(7+172) 
=J N e J) N Ewa e ! N =J N 
(D.5) 
(M =2N) 
Eo +1/2) On(1 +172) On(1 +1/2) On(1/2) 
e e e 
B +1/2) go +1/2) > +1/2) jm 
e Linie e e 
150 +1/2) geram pea ela) ga) ( D. 6) 
e ee e 
Nic +1/2) .37(1 +1/2) .3T(1+172) .37(1/2) 
e N — el N el ~N 
(mea), “2 。 „(r - (ar Gm) 
COS| ^ i. COS| ^^ qd; a aa 
qu Qi), (aum), X(- Quom GA cos( 17 A 
(2 Qiu), «(^^ (1 um. «(^ m (2 FEED (2 (3 "A 
COS COS 
(9m 0+12)) (am, X(2-G HY (22 G+12)) 
CoS, —  — «a. a COS NV 


EE [^ sin] [cos] = [C4] (SUEZ) (D.7) 
使 该 矩阵 点 


/2/N[ cos] [ 6,1) C /27NL e, ][eos]) =[7 e] = diag n1 141 | 


/2/N[ e, ][cos])  ( /2/N[ e; | [cos] ) 2 [T] 
Cir] [Cig] 2 [7] (自身 正 交 ) ( D. 8) 
[C] = V2N[e,] [Cue] [ei] =diag(/2,1,1,1) ( D. 9) 


F3 NN 


DCT -I 
令 X 为 一 个 长 度 为 (N+1) x1 输入 向 量 x 的 类 型 -1 DCT, 
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A= Goo] LEWsws] x= [Cie] x (D. 10) 
Ayala =exp| -i py Je -i TR) ( D. 11) 
例如 ， 令 N-4, 
NT _ pul) " ony on) Gatt Tess ` ge (7 gen 
e e e e e e e e 
_ x0) Oud) _ m(6) _ (7) 
e TN e IN e" e TN 
ada Bu . ET ac L Eysws J 
Pm geh o gem 
e: e! e!: e!: 
可 
e: e: e”: e!: 
(LxM) L=N+1,M=2N 
(D. 12) 
(M=2N) (N+1) 
1 
el ecl Nv Pie 1 
20m —— D z0) 1 
e JN e JN eee el N 
= Me aia a ei : ( D. 13) 
2 - PX : - PRO Ea 1 l 
.Am(0) " 4m(1) 4m(1) 1 
e JN e JN el N 
1 
cos( | 2eos{ OF D) 2eos( OF p 2eos( OF 2) eos [97 P 
N N N N N 
cos( 17 xd 2eos{ 1 PA 2cos( 1 P4 2cos( 1 x) cos( 17 d 
N N N N N 
E cos = 10”) 2eos{ = 11) 2eos{ 2 12) 2eos{ 719) cos =) 
cos( 27 - 2eos( > Po 2eos( > - 2eos( > P x? 
N N N N N 
4m (0) 4m (1) 4m (2) 4m (3) 4m (4) 
cos N 2s N 2cos( N ) 2cos( N ) cos( N ) 
(D.14) 
[CJ] A [e] = diag 311,14) (D. 15) 


= [Cie] (ONE) 


使 该 矩阵 与 自身 正 交 。 
(gpl Cre] o1 cd 
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1 
ale l PCa li Cale p. Le] = ig [万 IE 
IE IE S Z Ja 
Fede = Ge) Ge aL ( BIEZ) (D. 16) 
DCT - M 
今 X 为 一 个 长 度 为 (N x1) 输 入 向 量 :的 类 型 -3 DCT, 
X =| Giz oll Ewsya]x 2L Cs, 1% ( D. 17) 
1 1 
anh | ak z3 
[Gio olg, = exp - 2 = exp = 2 ( D. 18) 
2N N 
.(1/2) (0) .(172) (1) .(172) q(7) 
=J N e J N — -J N 
(1 +1/2)7(0) (1 12)8(1) (1 +1/2)7(7) 
el do el oan o deo d 
[Ci 0 | Ewswa | = (2 +1/2) 7(0) .(2 +1/2)7(1) .(2 +1/2)7(7) | Ewswa | 
e J N e J N "P e ! N 
.(3 +1/2) 7(0) .(3 +1/2)7(1) .(3 +1/2)7(7) 
=] N e J N - e ! N 
(D. 19) 
注意 
sh I72 a7) | m im Om) | . (1/2) T E 
ew[ J w «dS EXPL WJ ay |] = XP J aye 7" EXPL ay N=4 
1 
.(1/2) 7(0) .(1/2) m(1) .(172)m(1) I 
=] N — el N sas =J N 1 
pee je pA 1 
~ N e N eee e N 
一 (2:41/2)m(0) oe (2412)n(1) 0 ( D. 20) 
e J N — e N ks e J N 
_ $9172) m(0) .(3 2172)m(1) LG € 172)m(1) =l 
J N — al N s e J N 
-1 
-1 
(1/2) 7(0) (1/2) (1) (1/2) 7(2) Mert) 3 ) 
| == = 2cos | ——————— 2cos O 2co 
N N N 
(1 +1/2)7(0) (1 +1/2)7(1) (1 +1/2)7(2) (12) (3) 
cos} —————————- | 2cos]| ———— ———- ^ 2e08| — ——— — _ | 2eos 
E N N N 
7 (2 +1/2)7(0) (2 +1/2)7(1) (2 +1/2)7(2) osai 3) 
cos| ~ 一 一 一 一 一 | 2cos| 一 一 一 | 2e08| ~*~ | 2cos 
N N N 
(3 +1/2)7(0) (3 +1/2)7(1) (3 +1/2)7(2) anam 3) 
cos 2cos 2cos 2cos 
N N N 
"n 21) 
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中 Eee [82] 
N 
| C3. J 


( 双 正 交 ) ( D. 22) 
注意 , X (D.18) 中 的 [Eysys] 来 自 图 D. 1e 所 示 。 
在 下 一 方 中 ，DST 定义 如 下 : 





Sie Jin =2[sin{ De |] Lnd. 2 en Ad (D. 23) 
mk (n 十 E 
ec 2 | kal 2 V 
N 
n20,1,-,N-1 ( D. 24) 
Cie > Cie C 2e ,C3e Cx C 2e CG. C 4e 
WSWS HSHS WSWA HSHA 
(N+1) (N) (N) (N) 
t 401 t tt t 
0 N M-I 0 N M-I 0 0 
a) b) c) d) 
S35. Ste ES TEN Si se 
WAWA HAHA WAWS HAHS 
(N-1) (N) (N) (N) 
n n n n 
BE Uds fa ER 
0 N 0 0 NM-1 0 N M-I 
e) f) g) h) 


图 D.1 N=4 时 SPS (对 称 周 期 序列 : Cy, C43) 和 DTT (C, Cy.) 的 对 称 性 〈 空 心 圆圈 
表示 SPS, N 可 以 为 偶数 或 育 数 。 参 见 式 (3.97) 中 的 例子 ) 
(参考 文献 [1-12] © 1994 IEEE) 
a) WSWS b) HSHS c) WSWA d) HSHA e) WAWA f) HAHA g) WAWS h) HAHS 


然而 ， 与 之 前 相 比 ， 由 一 个 不 同类 型 的 GDFT 推导 DCT 的 过 程 要 复杂 得 多 ， 
而 这 两 个 过 程 都 非常 有 有 用。 例如， 参考 文献 [LAS] 第 49 页 给 出 了 由 常规 DET 
(GDFT, ?54 a4 20, b =0 时 ) 推导 DCT - 开 的 过 程 (还 可 参见 参考 文献 [B19] ) 。 
与 类 型 -1 和 类 型 -2 DCT 中 的 对 称 输入 扩展 不 同 ， 类 型 -3 和 类 型 -4 DCT 


中 的 非 对 称 输入 扩展 (注意 [BwswA] 中 的 负 号 ) 是 由 于 频 点 移动 了 而 引起 的 。 
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即 类 型 —3 DCT ow -i 中 的 Ü " a 对 于 DCT 来 说 ,一 个 输入 序 


列 采 样 样本 (N —4) A se 个 对 角 和 矩阵 [e2], UI 
(D.15) 和 式 (D.22) 为 例 ， 两 者 分 别 对 应 DCT- I ( 见 图 D.1a) # DCT - M 
( LKI D. 1c)。 

S HSHS 表示 一 个 周期 序列 采样 样本 (N=4) 左 对 称 点 (Left Point of Symme- 
try, LPOS) 处 具有 半 有 采样 对 称 性 ， 右 对 称 点 (Right Point of Symmetry, RPOS) 处 
同样 具有 半 采 样 对 称 性 。 则 一 个 DCT - 开 的 输入 序列 暗含 HSHS 的 性 质 ， 如 图 
D. 1b 所 示 。DCT - IL 系数 暗含 WSWA 的 性 质 ， 如 图 D. 1c 所 示 。 

WSWA 表示 一 个 周期 序列 采样 样本 (N=4) 左 对 称 点 (LPOS) 处 具有 全 采样 
对 称 性 ， 右 对 称 点 (RPOS) 也 具有 全 采样 对 称 性 。 
由 DFT #£ DCT - Il 


给 定 回 量 | | | 
edens etn) 
ov (| aan) (e). (tttm) 
E E S 


L j 











与 矩阵 


则 





HX (D.5) 可 知 


| Goi! | nsus | zx EXEC | Ensus | ( D. 26) 


otav Jen Ess | 9165, CD. 27) 


antt «(tros ] = p 


(D.28) 
UB, [6,] 表示 非 标准 化 的 类 型 -2 DCT (X (D.9) 定义 )。 标准 化 的 类 型 -2 
DCT [Cue] 可 用 DFT 矩阵 如 下 表示 : 
[Cue] = alee] [ow EIE (D.29) 
类 似 的 推导 过 程 见 参考 文献 [LAS, ，B19 ] 。 该 过 程 也 可 以 扩展 至 二 维 情形 ， 即 
[XC] 2 [Cge][x]L Cae]. Kr, (X9* ] 为 输入 矩阵 [x] 的 DCT 系数 矩阵 。 
首先 ， 复 制 输入 图 像 
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| Kon x2N | = [ Eysns ] Ux] [ Ensus 1° ( D. 30) 
81] =F tee] [e (2 ] n PY TLF Un [e ( 5] ei 
(D.31) 





利用 本 书 附录 F. 4 中 的 性 质 ， 式 (D.31) 变 为 
[X01] = s ee] Let (e*)"] HILF] [xnav ]LF]LH]7) (D.32) 


式 中 ,向 量 e = (1 人 人 2，1，1，…，1)7， 且 大 小 为 (N x1);“。” 表 示 两 个 矩阵 对 
应 位 置 的 元 素 相 乘 。 对 于 一 个 V=4 的 (NxN) EEA: 
i72 e 170 17.0 
[sg | = p 4 i | ( D. 33) 
142 1 1 1 
1/42 1 1 1 
图 D. 2 给 出 了 式 (D.32) 的 一 个 应 用 [和 7。 





(2N X 2N) 





(2N X 2N) 


图 D.2 利用 二 维 DFT 实现 二 维 DCT - Il 
现在 我 们 得 到 了 一 幅 (NxN) 大 小 图 像 的 (NxN) DCT 系数 矩阵 [Xi ]， 
并 且 想 得 到 一 个 (2N x2N) 的 DFT FER [X" ]， 通 过 它 可 以 计算 DCT 系数 矩阵 
[xei], 


| xoN x2N J = [ Eusus ] [x] [ Egsus |] ( D. 34) 
[X*] [FJ [xou oy ]LF]* (D. 35 ) 
[X ] =[ee | (ell Cg GC | LE ad) ( D. 36) 


[X*] =2N[ee"] e[ e ] e(LEwswal[ CuglUx]lU Cue] [Ewswa] ) (D.37) 
£-2(42,1,1,--,1)! (2N x1) 


e = [es (0 op (H), e (P0 E (2N x1) 


HH, [Eyswa] 定义 见 式 (D.19). 且 与 图 D. 1e 相关 。 
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k -0,24 «++ ,2N-1 


-0,1,*** , N-] UL LA x 
i — oon 小 设 一 个 新 指数 集 


[0>(N-1), m]  [0—N| [07 N] 
© 
Con 


[.1-*(V-1),-] 







非 对 称 扩展 







对 称 扩展 


[07(N-D, a [L—(OV- D] [L^ (V-1)] 


^ 


[.1^QN-D,] — [5E 07D] 


CT- YA m 
[IN] dida m 53.28 






[0>(N-1)] 
y(n) 





非 对 称 扩展 







Zeon (m) = x(n) * y(n) = IFFT[X "(HX Y F(A] 见 式 (2.23) 








|| 设 一 个 新 指数 集 
nan Kg [0—2N] 
ENTE 对 称 扩展 
A-F 8N 


两 个 向 量 对 应 


位 置 的 元 素 相 乘 [.1 一 (NT °] | 一 CA 


非 对 称 扩展 
Siek) Ste (k) 





图 D.3 循环 卷 积 可 用 非 标准 化 的 DCT 和 DST 代替 FFT 计算 ( (1, 2) 表示 (2:1) 下 采样 ， 
“* ”表示 循环 卷 积 ， 输入 序列 zu (m) =zqn(m+1)， 有 一 个 采样 点 的 延迟 m=0, 1, =, N-1; 
[0-(N-1),. ] 表示 在 NN 个 DCT/DST 系数 之 后 填补 了 一 个 0; 实心 圆 “ . 
表示 当前 位 置 元 素 值 恒 为 0， 由 于 其 不 会 影响 计算 结果 ， 因 此 在 其 他 情形 中 
我 们 通常 将 其 忽略 ; 实心 方块 “里 ”表示 一 个 附加 的 0) 








D.3 用 DCT fü DST KF FFT 的 循环 卷 积 














两 个 周期 序列 在 时 域 /空域 的 循环 卷 积 相当 于 两 者 在 DET 域 相 乘 ， 这 也 称 为 
DFT 的 卷 积 乘法 特性 ( 见 本 书 2.4 市 )。 

对 于 离散 余弦 变换 (DCT) 和 离散 正弦 变换 (DST) 统称 离散 三 角 变 换 
( Discrete Trigonometric Transform, DTT), Reju 等 ALAC] 发 现 了 类 似 的 良好 性 质 。 
由 于 离散 正 余 、 弦 变换 存在 快速 算法 ， 因 此 在 滤波 方面 的 应 用 中 ， 该 方法 可 以 作为 
除 DFT 方法 之 外 的 另 一 种 选择 〈 见 图 D. 3 ) 。 参 考 文献 [LA6] 中 描述 的 该 方法 的 
MATLAB 程序 代码 参见 网 址 http: //www. ntu. edu. sg/eee/home/esnkoh/ 。 
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Celk), Cy. Ck), S, Ck) Hl S, Ck) 分 别 定义 于 式 (D.15), (D.9), 
(D.23) (D.24), 


D.4 DCT 的 循环 移 位 特性 


由 于 入 点 DCT BY Hi 2N 点 DET HES HE ES! ， 因 此 当天 为 奇数 时 在 IN. 点 采样 
长 度 内 其 基 函 数 无 法 构成 完整 的 周期 。 如 当 和 =1 时 为 半 个 周期 ， 则 =3 时 为 一 个 
半 周 期 ，…。 人 参见 参考 文献 [Be] 中 图 $.1。 例 如 ， 当 天 =1 Bf, 最低 非 零 频率 元 
素 为 








Cln) [o2] ( D. 38) 
N 


其 周期 为 2V。 一 个 序列 循环 左 移 CBT) 整数 d 个 采样 点 (d 可 扩展 至 非 整数 ， 
Ast (D.39) 同样 成 立 ) 可 以 看 作 其 基因 数 癌 相 反 的 方向 移动 d 个 采样 点 而 序列 
本 身 不 动 。 在 上 述 条 件 下 ，Rhee 和 Kang T] 发现 了 空域 的 原始 数据 和 频 域 的 移 
位 数据 之 间 的 移 位 特性 。 可 用 下 式 进行 表述 : 








N-1 1 
C J= 2 > cnn) bal t3 7 1) 
n=0 N 


| k 20,1,--,N-1 
( D. 39) 
其 中 
c(n, k) = k NAA, d<-1HN+d<n<N 

1 其 他 

lin, £55 ix (n)] = {1,2,3,4},， 当 d=1 时 {C*(k)} 的 IDCT 5E x(n) = 
12,3 ,4,1| 相 等。 该 性 质 说 明了 空域 原始 信号 与 频 域 表示 的 (可 以 是 亚 采 样 / 亚 像 
zx) 移 位 信号 之 间 的 关系 。 对 于 西 DCT, X (D.39) BH 


N-1 1 
CHE(E) E e E elm) Oe "He t3 T 2) k 20,1,:-,N- I0 
n -0 N 


| -D* 为 奇数 ,，d >0 HO<n<d, 或 


( D. 40) 
其 中 
c(n, k) = k HAM, de-1HN-«-dzn«N 
1 其 他 
D n 
”|【 1 其 他 


| -D' 为 奇数 ，d >0 H0<n<d, 或 
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D.5 Jg 


D.1 证 明 式 (D.1) PLCN] 2[D][ SV ][ 7], 

D.2 类 似 式 (D.3) ~ (D.8) 的 推导 过 程 ， 利 用 相应 形式 的 GDFT 推导 
DCT - I 81 DCT - IV, dz. exp( -; C? TTY) = exp -j Ga) 
| l B . (1/2) m (172) E 
0 


D.3 (a) 参见 式 (D.5) ~ (D.7) 的 推导 过 程 , 在 N=8 和 N=9 时 解决 该 
问题 。 给 出 解 题 过 程 。 


在 下 列 情 况 下 重 做 。 
(b) DCT- T, 
(c) DST- Í., 
(d) DST- Il, 
D.4 给 定 DCT - DAZ C, (k), k=0, 1, 
到 C, (2k), k=0, 1, -- 
N-1, 例如. 





e, 一 1。 如 何 利 用 CS CE). 得 
, N-1, H C,.(k) 的 形式 表示 C, QE), k=0, 1, = 


[C (2k) | 210,(0),0,(2) =} k=0,1,=,N -1 
D.6 课程 实践 


D. 1 


运行 参考 文献 [LA3] 中 的 MATLAB 程序 代码 ， 给 出 结 末 。 
D. 2 


运行 使 用 了 DCT 和 DST 的 MATLAB 循环 卷 积 代码 [ra6] ， 网 址 为 ht- 
tp: //www. ntu. edu. sg/eee/home/esnkoh/, tH FAJRO N 28 4I N29 时 的 图 。 
(a) CiCk) , SiC), CCR) , Soe Ck), Cie 2k), Sie(2k), (2k), So, (2k). 
(b) 两 种 快速 循环 卷 积 DFT A DTT 法 的 输出 。 
D.3 (a) 利用 二 维 DFT 实现 二 维 DCT - IL, AE D. 2 所 示 ， 使 用 MATLAB 。 
(b) 计算 一 幅 (NxN) 大 小 图 像 的 (NxN) DCT 系数 矩阵 [X01], IRE 
一 个 (2N x2N) HY DFT HERE CXF], ATLL DCT 系数 矩阵 [XCI ] 。 
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HRE BRIAR RRA TATE 


E.1 克 罗 内 克 乘 积 


定义 El i [A] X (pxq) FM, [B] X (kxl) E, W [A] 和 
LB] WA, E NERF (Kronecker products, EREEREER (matrix product) 
或 直 积 (direct product) ) 分 别 为 以 下 两 个 (pk x ql) 的 矩阵 :多 | 


[A | bog | A ] bg b LA ]5o 1. 
[A]®,[B] = din ids . NE ( E. 1a) 
LA ]b, 1 LA ]b, 4 UT LA ]b, a1 
aol B | ag | B | "v a 4-118) 
[A] @R[B] = "Um mi . Spr (E. 1b) 
à, 10l B] à, 14L B] “ @,-1.4-1B] 
[B]E. 1] ^4 
1 1 ] 2 
[A] =|, Pts] =|, H 
则 
1 ] 2 2 1 2 || 2 
] -12 -2 3 4 3 4 
[AJG9,[ B] = 3 3 4 4 WI[A]GOR[B] = 12 -1 _9 
3 -3 4 -4 3 4 -3 -4 
GR. ARP ARAN [A]@,[B]; AMPA HAMA [A] Or 
[B], AY [A] ®r [B] = [B] ©, [A], 因此 本 书 及 MATLAB (MEN 


“kron”) "PUE Hs ses Pss AR 
PEE E.1 4 [A] 为 (mxm) BE, [B] 为 (nxn) Æ, Wl 
det([ A] G9[ B]) 2 (det[ A] )" (det[ B])" (E. 2) 


例如 
] 0 0 10 
ajo 1 olm [, jacens 
0 0 1 
( det[ A] )"( det|[ B] ) " 2 1*2? 28z (det[A] )"(det[ B])" 2 P2? =4 
PER E.2. # [A] 和 [B] EZ, 则 [A]GOLB] 也 是 正 交 的 〈[4]7 = 
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[A], [B]"=[B] )。 该 性 质 可 用 下 面 的 关系 证 明 。 
([A]1690[B]1) CELA4]169[B]) 2 CLA] G9[ B] 2CLA]G2L B]) 
=([A] [4DGX(LB] [B] 2 [15,100 15] = L1] 


(E. 3) 
E.2 广义 克 罗 内 到 乘积 


定义 EE.2 给 定 N 个 (mxr) 矩阵 [4;],， FHI[A]l y 表示 , i =0,，1,…， 
。 同 时 给 定 一 个 (N x1) ERE [B], WES (mN xrl) FEM CI[A]I 4 C9 
am Re. 
| Ao | bo 
A, 169b 
Ilxera -| | (E. 4) 
[ Aw-_1 C95 i 
AB, b; 表示 [B] Py ifr. AEM [A;] 都 相同 ， 则 上 式 人 简化 为 通常 情况 
FS y A7 P ES 








[5| E.2] 4 
en 
Masi, C ha- l 
ji 
Wy XP VERE BU 
] 1 ] 1 1 1 
A]},@[B) = | gr l| NE -1 1 -1 
oes -ajh p ah 





上 式 可 看 作 一 个 行为 首位 序 的 (4 x4) DFT EE, 
E.3 可 分 离 变换 


考虑 对 一 幅 CM xN) WEZ [x] 做 二 维 变换 ， 有 : 
(MxN) (MxN) 
[X] = [A] [x] [B]? 
(MxM) (NxN) 
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M-1 N-I 
X(k,1) = >》 Ma(k,m)x(m,n)b(ln),O &kM-1,0xI«N-1 
0 


(E. 5) 
上 述 关系 称 为 二 维 数据 的 可 分 离 变 换 。 这 里 [A] 相当 于 对 [x] 进行 列 运算 ， 
[B] 相当 于 对 [x] 进行 行 运算 。 令 XX, 和 x 分别 表 示 [X] 的 第 k 行 和 [x] 的 第 
m 行 ， 则 上 述 行 运算 变 为 (39 


M-1 M-1 
Xk = Pa(km)[[B]xL] = X ([A] Q [BD, x] OSbSM-1 
m =0 m =0 


(E. 6) 
NF, [A] [B],,79 [A] © [B] 的 第 (k, m) 个 块 , Ok, mM -1, 4E 
将 [x] 和 [X] 按 行 顺序 排 成 向 量 x 和 X， 则 式 (E.5) 的 可 分 离 变换 可 映射 为 一 
个 回 量 的 克 罗 内 克 乘 积 : 











X = ([A]®LB]) X 
(MN x1) (MNxMN) (MNx1) (E. 7) 
其 中 
xi xo 
x} d 
X= x! 和 x = xI (E. 8) 
Xy _1i XM 1 
定理 E. 1. 对 于 一 幅 二 维 (MxN) BUR [x] ， 其 一 维 变换 为 
(MN x MN) 
X = [A] x 
(MN x1) (MN x1) (E. 9) 
当下 列 条 件 成 立时 为 可 分 离 变 换 
| A | = | A, | 69 LA, | ( E. 10) 
其 二 维 变换 可 用 下 式 描 述 : 
(M xN) (MxN) 
X] = | A, | [x] [A]! 
(MxM) (NxN) (E. 11) 


* [A]. [454] A (NxN) ERE, [A] 为 (NV x IN?) 和 矩阵,， 则 运算 次 数 可 以 从 
O(N*) WORA OON), (NxN) EES (NxN) 数据 相 乘 需要 O(N?) 的 计算 


复杂 度 。 
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附录 下 数学 关系 





1 
由 欧 拉 公式 /恒等式 : 
2cos0O 2 el? +e (F. 1) 
j2sin0 =e? — e -? (F. 2) 
可 以 推出 : 
复合 角 公 式 
cos(a +b) =cosacosb + sinasinb (F.3) 
sin( a +b) =sinacosb + cosasinb (F. 4) 
乘积 恒等式 
2cosacosb =cos (a-b) +cos (a+b) (F.5) 
2sinasinb 2 cos (a-b) -cos (a+b) (F. 6) 
2sinacosb =sin (a-b) +sin (a+b) (F. 7) 
XX HH PRIA 
cos (j0) =coshé (F.8) 
sin (j0) =jsinhé (F.9) 
2cosh0 =e? +e7? 由 式 (F.1) 和 式 (F8) 得 到 ( F. 10) 
2sinhé =e’ - e ^? (F. 11) 
cosh^0 — sinh?^8 = 1 (F. 12) 
2 


F flx, y) eF(u, v), Wf(x-oay, y) eF(u, v+ou), HE "e" RA 
维 傅 里 时 变换 对 (参见 本 书 5.2 节 ) Pel 
iE AA: 
SU - oy] = || fa - oy,y)e P- drdy 
AF, 7 Baty ae, Ve lh s =x -oy, t=y, TAH pls, t) =s + 
ot ^l y(s, t) t Fix Aly, A: 
] wc 


al E (E s.t) e Pri Qro) r) dsdi 
Ka - oy] = J] i fG.0 








=F(u,v +ou) 
] c 
AT TL 
推论 F.1 Efax, y) 的 传 里 叶 变 换 为 (zxz，2) ， 则 F(u, vtou) BE EI 
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WA RRA f(x - ay, y)« 


3 
d s - a"|n a 
du 
证 明 . 
d u _d Ina vu od (Ina)u _ mogt 
m =7 (e ) = 本 =e q, (tna) 
= (eC vy (Ina) =a"Ina 
4 


^4 a TI b Aina, "o" RRMA, Dj 
diag( a) | C ]diag( b) = (ab' ) of C] ( F. 13) 
例如 , +a=(2, 1)", b - (1, 2)!, [el =[, ^] (UR (3.74), (C. 36) , 
(C.37) (D.32)), ， 则 


uias(o[Cldag(O)=[ 0E, ell, Sl ol 


anio- aai 2-P 2H -e S 


F.1 习题 





F.1 证 明 推论 本 附 孙 的 数学 关系 1。 


附录 G 
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MATLAB 基础 


本 附录 介绍 了 MATLAB 的 基本 知识 ， 并 且 提 供 了 知 干 参考 网 址 和 与 MATLAB 


相关 的 参考 文献 。 
>>A=[12; 34] 


Mp 
À= 

3 4 
»»max(A) =[3 4] 


>>min(A) =|1 2] 
>>(A,1,4) =[1 3 2 4] 


>>A=[2 5 I],| B,I] =sort(A) 
>>A =eye(3,4) ; 

>> A -ones(2) ; B 2 zeros(2) ; 

>> eye(4) + eye(4) Fil 1 + eye(4) 
>>sum(A) 2|[4 6] 


>> mean( A) 


>>A= [1:3] 
>> diag (A ) 


>>A*B 
>>A. *B 
>> inv 

>> fliplr 

>> flipud 
>> rot90 

>> flipdim 
>> sin( A) 
>> asin( A) 
>> cosh( A) 





返回 1 x4 的 矩阵 ， 它 的 元 和 素 是 从 [A] 中 按 
列 提 取 的 

按照 升序 排列 。 返 回 索 引 和 矩阵 I 

大 小 为 (3x4) 的 单位 矩阵 

分 别 为 (2x2) 的 1 和 矩阵 和 0 矩阵 
是 不 同 的 

XI FIERE A, sum (A) 是 一 个 行 问 量 ， 其 每 
个 元 系 为 对 应 列 所 有 值 的 和 

Xf FHM, mean (A) 是 一 个 行 回 量 ， 其 每 
个 元 素 是 对 应 列 所 有 值 的 平均 值 
等 价 于 4=[1 2 3] 

如 条 输入 是 一 个 回 量 ,diag(4) 是 一 个 对 角 
阵 。 如 果 输 入 是 一 个 矩阵 , 则 列 出 了 [4 的 主 
对 角 元 素 

AB Me He 

两 个 矩阵 的 点 乘 运算 

矩阵 取 逆 

左右 方向 上 翻转 矩阵 

上 下 方向 上 翻转 矩阵 

把 矩阵 顺 时 针 旋 转 90° 

inu xe SCAN AE ear 

A 中 元 素 的 正弦 值 

A PRR IEE 

ARIZ F cos(j * A) 
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。 管理 对 话 命令 








>> help topic 给 出 指定 主题 的 帮助 
>> lookfor 搜索 包含 关键 字 的 所 有 M -文件 
>> clear 从 内 存 中 清除 变量 和 郴 数 


>> clear all, close all 

按 回 上 的 箭头 T 调 出 最 近 和 常用 的 命令 行 。 

连续 按 下 “h 1 ” 键 调 出 最 近 常 用 的 以 “h” 开 头 的 命令 行 。 
>>p=“C:\mycode’” ;path(path,p) “对 当前 路 径 添加 一 个 新 的 目录 
>> path( path, “C:\mycode’ ) 

e 运算 和 特殊 字符 





>> A’ 当 4 是 一 个 矩阵 时 ， 对 A DEAT SSE E, 
当 A EKEREN, A TXT A 进行 的 转 置 

>> A’ 对 4 进行 转 置 

>> … 返回 值 是 ; “…” 表 示 连 续 行 一 条 命令 可 能 
多 于 一 行 ， 如 下 所 示 。 

>>4= [123-45] 与 4= [12345] 一 样 


e 特殊 变量 和 第 量 





>> pi m =3. 1415926--- 
>> i,j 虚数 单位 ，i=j= /-1 
>> inf 无 限 大 
>> ans 最 近 上 次 运算 的 答案 
。 文件 
>>A=[1.12.1] 让 我 们 把 数据 保存 到 文本 文件 ， 步 又 如 下 


>> save my. dat A 


— ascii 











>> load my. dat 文件 “my. dat” 里 的 数据 将 被 载 人 到 “my” 
ARE Hi 

my -|1.12. 1] 

>> save my 为 了 为 一 个 应 用 ， 将 工作 台 变 量 保存 到 文件 
“my. dat" 


RI 


>> load my. dat 从 文件 “my. dat” RA THERE 
e 底层 文件 输入 /输出 函数 
>>n =0:.1:1;y =| n;sin(n) | 


附 K 321 


>> fid = fopen( ‘sin. dat’ , * w' ) 
>> fprintf( fid , * 963. 2f% 3. 4f\n’ ,y) 











>> fclose ( fid) 
创建 一 个 包含 正弦 函数 短 表 的 文本 文件 : 
0. 00 0. 0000 
0. 10 0. 0998 
1. 00 0. 8415 
>> fprintf( * 963. 2£% 3. 4f\n’ ,y) ; 在 命令 窗口 生成 表格 


在 命令 窗口 键入 “help fprintf” 后 将 有 更 详细 的 解释 。 参 见 “sprintf ”。 
e 相关 和 逻辑 运算 / 羡 数 
>>A<B, A= =B, A> =B, A< =B 
如 采 条 件 为 真 ， 结 条 是 1， 否 则 ， 结 条 是 0。 
>>4=| -1,3,0,5; -2,0,0,9] 
>> [m,n] =find(A) REJE RE 4 中 非 去 项 的 行 和 列 的 索引 
(二 和 JR 
e FOR 循环 
>> fornz1:4 n,end 
s>A=[1:3:10] A=[14710] 
e 条 件 描 述 
if( (attendance > 20. 90) &(grad average > =60) ) 

















pass =1; 
else 
fail 21; 
end; 
e DFT/FFT 函数 
>> dftmtx( N) (NxN) 大 小 的 DFT FEM, EM ZB Ie conj ( dftmtx 
(N))/N 
>> fft , ifft 一 维 FFT AIL. ae 6 
>> fft2 , ifft2 二 维 FFT AI ae he 
>> fftshift 把 直流 系数 移 到 二 维 频 率 平 面 的 中 心 ， 如 本 书 图 5. 3b 所 
示 。 这 对 于 回 量 同样 适用 
>> conv( A, B) 两 个 回 量 的 非 周 期 卷 积 。 对 于 两 个 矩阵 则 使 用 conv2 ， 而 


对 于 任意 维 输入 则 使 用 convn 
>>4=[1:3],V=2， NN 决定 了 一 个 行 问 量 4 的 合成 行 数 目 


322 快速 倩 里 叶 变 换 ， 算 法 与 应 用 


>> convmtx( A , V) 

12 3 0 

0.1 2 3 

>> xcorr( A, B) HAIEK, X FERE A M B WEH xcorr2 


>> prod , prodsum , sum, 











cumsum , diff , gradient 


>> fft ,fft2 ,fftn 没有 规范 化 的 

>> det, idet 一 维 规范 化 的 类 型 -2 DCT 

>> det2 , idet2 二 维 规范 化 的 类 型 -2 DCT 

>> detmtx ( N) (NxN) DCT 和 矩阵 

»» dst , idst 一 维 类 型 -1DST， 没 有 规范 化 


假设 输入 是 一 个 回 量 。 规 范 化 的 DST 是 
>> N = length( input) ;dst(input) * sqrt(2/(N+1)); 
BZ, det 和 det2 是 规范 化 的 ,但 是 dst， ff 和 ffi2 不 是 规范 化 的 。 





>> hadamard (N) 阶 数 为 N 的 哈达 玛 矩 阵 ， 即 哈达 玛 窍 阵 互 的 元 素 是 1 或 
-1, E. H'*& HZ N * eye (N) 

>> sinc 注意 sine (0) 被 定义 为 1 

>> chirp FM ATTY ACHE Hit 


e Axe KZ 


function| MSE, PSNR | = mse( Input, Estimate ) 

% Compute MSE and PSNR (in dB) between an image and its estimate 
Error = Input — Estimate; 

MSE = mean( abs( Error( :). ^2) ; 

PSNR = 10 * logio (255^2/MSE) ; 


这 个 函数 将 以 M 文件 的 形式 保存 为 “mse. m", Bst eR o B SCC EA. PADRES YE 
用 情况 如 下 。 











>>a=mse (A, B) 只 得 到 MSE 

>> [a, b] =MSE (A, B) 得 到 MSE 和 PSNR 

>>A =" A text herein will be display. ' 

>> disp (A) 如 果 4 是 字符 串 ， 该 函数 用 来 显示 文本 
e DUI 


>> fun = inline(* sum(x( :) ' ) ; 
>> B - blkproc( A,| 2 2 | ,fun) ; 
>>A=[123] 
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>> T, = toeplitz ( A) 对 称 (BLAS (Hermitian)) $635 18 24 
(Toeplitz) 和 矩阵 


123 
>T =|2 1 2 
3 2 1 


raa JEM PIERRE (Toeplitz) 矩阵 。C 是 
Hl, Rew AT. PEER UE PEK 
(Hankel) 和 矩阵 
>> kron (A,B) FEM: A A B 的 克 罗 内 克 积 
© ERD FH pK Bi 
MATLAB FEE “ cameraman. tif” “ic. tif” AVR, HA AREA UL H ae“ imdemos" , 
>> I = imread( ‘ic. tif’) ; 





>> J = imrotate( I, -3, bilinear’ ,'crop') ; 
>> imshow( I) ; figure , imshow( J) ; title( * Rotated image with\theta = -3° ) 
To have a capital Greek in a figure title or plot label, use“ \Theta”. 

>> angle = -3 

>> imshow( I) ; figure ,imshow( J) ; 

>> title( | ‘ Rotated image with \theta =’ ,num2str( angle) | 

title 的 参数 可 以 是 “”[” 和 “]” 中 间 的 回 量 。 

ZEN KŘ image, axis off, axis image, 
Z& ULPEZX imcrop imresize, imtransform, tformarray, zoom, 

"figure" 命令 目 动 生成 一 个 新 的 图 表 窗 口 。 如 采 “figure” 命令 是 缺 省 的 ， 则 只 
+S Ale ff H., 


>>I = checkerboard( NP , M , N) NP 是 每 一 个 方 格 边 上 的 像素 点 的 个 数 ，M 
是 正方 格 行 数 数目 的 一 半 , N 是 方 格 列 数 
数目 的 一 半 





>> imopen, imclose 对 于 一 个 灰 度 图 像 或 者 二 值 图 像 的 形态 学 
开 / 关 
>> phantom(……,N) 生成 一 个 大 小 为 (NxN) 的 头 部 幻影 


像 ， 该 图 像 可 以 用 来 测试 radon 和 iradon 
或 其 他 重建 算法 的 数值 精确 度 
e HAI 
>> plot (x,y) 绘制 问 量 y AFE x 的 图 像 
>> bar( x , y , width) AWA, "nIEGZBEA 1, AVBABS 
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>> scatter(x,y) 
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根据 回 量 x 和 回 量 y 所 指定 的 位 置 绘制 所 
^H RU 


参见 stem, stairs 和 semmilogy = PIA, 


>> N =hist(y,20) 


>> hold on 


>> hold off 

>>axis( |1 20 0 50]) 

>> C =xcorr(A,B) 

>> | C,Lags | =xcorr(A,B) 
e EAE] at AVP TIE EL 

>>| V,D] =eig(X) 


e jj ur 
1 
-0.9z^! 





H(z) E 


23 dl 
-0.9 | 


>>x=|1 
>>A=l[1 
>>B=1 
>> y = filter( B,A,x) 
例如 ， 令 H(z) 

2 2 
>> x= [1234] 


>>4 =1 


> B= | ] 


l 
2 
>> y = filter( B, A,x) 


e NXE UAN 


输入 序列 


下 方 图 。 这 个 命令 把 y 的 元 素 放 到 20 个 相 
等 空间 的 容 杂 里 并 返回 每 一 个 容 俘 里 元 素 
的 个 数 

保留 当前 绘制 的 图 和 所 有 的 坐标 轴 属 性 以 
便 后 续 图 可 添加 到 当前 已 存在 的 图 上 
返回 到 缺 省 模式 

在 当前 图 上 设置 x 轴 坐 标 范 围 为 (1，…， 
20) 和 y HARNEY (1, =, 50) 
非 周期 互相 关 函 数 佑 计 

返回 一 个 在 C 进行 相关 估计 的 延迟 天 量 Lags 











产生 由 特征 值 组 成 的 对 角 阵 D 和 列 是 特征 
问 量 的 满 了 泗 V 使 得 Xx*V=VxD 


低 通 滤波 可 的 传递 阴 数 


a(1)y(n) +a(2)y(n-1) =b(1) x(n) 
y(n) = -a(2)y(n-1) +6(1) x(n) 

-0.9y(n-1) +x(n) = 11,2.9, 
5. 61,9. 049 } 


(GL TE it BL 


{1,2.9,5.61,9. 049} : 


输入 序列 


滤波 序列 


低 通 滤波 六 参数 


ys [EA Z RFA 


>> | LD,HD,LR,HR | = wfilters(  w name' ‘ ) 
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计算 与 正 交 或 者 双 正 交 小 波 “w_name” 相关 的 四 个 滤波 器 组 。 
LD 和 HD 是 分 解 的 低 通 和 高 通 滤波 融 。 

LR 和 HR 是 重建 的 低 通 和 高 通 滤波 需 。 

e 人 小波 变换 








>> dwt 单 层 离散 一 维 小 波 变 换 
>> idw dwt [5326 2538 

>> dwi2 单 层 离散 二 维 小 波 变 换 
>> idwt2 dwt2 的 逆 变 换 

>> syms X E 创建 符号 变量 x 和 zx 


>> simplify(1/(z +1) +1/z) v 工 的 符号 简 化 
Z Z 


ans =(2*z+1)/(z+1)⁄z 
>> pretty ( ans) 





G.1 MATLAB 相关 网 站 列表 


G.1.1 MATLAB 教程 


http://www.cyclismo.org/tutorial/matlab/ 
http://www.stanford.edu/~wfsharpe/mia/mat/mia_mat3.htm 
http://www.contracosta.cc.ca.us/math/Imatlab.htm 
http://www.cs.berkeley.edu/titan/sw w/software/matlab/ 
http://www.cs.berkeley.edu/titan/sw w/software/matlab/techdoc/ref/func. by. .html 


G.1.2 MATLAB SFI Mal 


http://www.hkn.umn.edu/resources/files/matlab/MatlabCommands. pdf 
http://www.owlnet.rice.edu/~elec241/ITMatlab.pdf Introduction to MATLAB 


G.1.3 MATLAB 概要 和 教程 
http://www.math.ufl.edu/help/matlab-tutorial/matlab-tutorial.html 
G.1.4 MATLAB 初级 读本 


http://www4.ncsu.edu/unity/users/p/pfackler/www/MPRIMER.htm 
http://www.glue.umd.edu/~nsw/ench250/primer.htm 


G.1.5 MATLAB 常见 问题 解答 (FAQ) 


http://matlabwiki.mathworks.com/MATLAB FAQ 
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G.2 MATLAB 相关 参考 文献 


MI 


M2 


M3 


M4 


M5 


M6 


M7 


M8 


M9 


M10 


M11 


M12 


M13 


M14 


M15 


M16 


M17 


M18 


M19 


M20 


M21 


S.D. Stearns, Digital Signal Processing with Examples in MATLAB® (CRC 
Press, Boca Raton, FL, 2003) 

D.G. Duffy, Advanced Engineering Mathematics with MATLAB (CRC Press, 
Boca Raton, FL, 2003) 

R.E. White, Elements of Matrix Modeling and Computing with MATLAB 
(CRC Press, Boca Raton, FL, 2006) 

A.D. Poularikis, Z.M. Ramadan, Adaptive filtering with MATLAB (CRC 
Press, Boca Raton, FL, 2006) 

E.W. Kamen, B.S. Heck, Fundamentals of Signals and Systems using Web 
and MATLAB (Prentice Hall, Upper Saddle River, NJ, 2007) 

MATLAB and SIMULINK Student Version. (Release 2007 — CD-ROM), 
Mathworks. (MATLAB 7.4 and Simulink 6.6) 

A.H. Register, A Guide to MATLAB® Object-Oriented Programming (CRC 
Press, Boca Raton, FL, 2007) 

M. Weeks, Digital Signal Processing Using MATLAB and Wavelets (Infinity 
Science Press LLC, Hingham, MA, 2007) 

A.D. Poularikis, Signals and Systems Primer with MATALAB (CRC Press, 
Boca Raton, FL, 2007) 

B. Hahn and D. Valentine, Essential MATLAB for Engineers & Scientists. II 
Edition, Oxford, UK: Elsevier, 2008. 

S.J. Chapman, MATLAB® Programming for Engineers. IV Edition, Cengage 
Learning, Engineering, 1120 Birchmount Rd, Toronto, ON, MIK 5G4, 
Canada, 2008. | 

Amos Gilat, MATLAB™: An Introduction with Applications. II Edition, 
Hoboken, NJ: Wiley, 2008. 

Li Tan, Digital signal processing: Fundamentals and Applications. Burling- 
ton, MA: Academic Press (Elsevier), 2008. (This has MATLAB exercises/ 
programs.) | 

M. Kalechman, Practical MATLAB™ Basics for Engineers (CRC Press, Boca 
Raton, FL, 2008) 

M. Kalechman, Practical MATLAB™ Applications For Engineers (CRC 
Press, Boca Raton, FL, 2008) 

J. Musto, W.E. Howard, R.R. Williams, Engineering Computation: An Intro- 
duction Using MATLAB and Excel (McGraw Hill, New York, NY, 2008) 
T.S. El Ali, M.A. Karim, Continuous Signals and Systems with MATLAB 
(CRC Press, Boca Raton, FL, 2008) 

A. Siciliano, Data Analysis and Visualization (World Scientific Publishing 
Co. Inc., Hackensack, NJ, 2008) 

B. Hahn and D. Valentine, Essential MATLAB for Engineers and Scientists. 
Elsevier, 2008 

W.L. Martinez, Computational Statistics Handbook with MATLAB, II Edition 
(CRC Press, Boca Raton, FL, 2008) 

A.D. Poularikis, Discrete Random Signal Processing and Filtering Primer 
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with MATLAB (CRC Press, Boca Raton, FL, 2009) 

M22 O. Demirkaya, M.H. Asyali and P.K. Sahoo, /mage Processing with MATALB 
(CRC Press, Boca Raton, FL, 2009) (MATLAB codes/functions/algorithms) 

M23 M.N.O. Sadiku, Numerical Techniques in Electromagnetics with MATLAB 
(CRC Press, Boca Raton, FL, 2009) 

M24 S. Attaway, MATLAB: A Practical Introduction to Programming and Prob- 
lem Solving (Elsevier, Burlington, MA, 2009) 

M25 M. Corinthios, Signals, Systems, Transforms and Digital Signal Processing 
with MATLAB (CRC Press, Boca Raton, FL, 2009) 

M26 A.M. Grigoryan, M.M. Grigoryan, Brief Notes in Advanced DSP, Fourier 
Analysis with MATLAB (CRC Press, Boca Raton, FL, 2009) 

M27 MATLAB Educational Sites are listed on the website below. http://faculty. 
ksu.edu.sa/hedjar/Documents/MATLAB Educational Sites.htm 

M28 T.A. Driscoll, Learning MATLAB (SIAM, Philadelphia, PA, 2009) 

M29 C.F.V. Loan, K.-Y.D. Fan, Insight through Computing: A MATLAB Intro- 
duction to Computational Science and Engineering (SIAM, Philadelphia, PA, 
2009) 
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附录 H MATLAB 程序 示例 


H.1 15 SA) WFETA!4*?! Bj MATLAB 程序 代码 


function| | 2 fft 15() 
P inp-zeros(15,15) ; 
P out = zeros( 15,15) ; 
% 对 于 输入 输出 序列 当 IN =3 x 5 时 选取 的 主要 因子 映射 。 
% 3 x5 意味 着 我 们 首先 进行 5 点 变换 然后 再 进行 3 点 变换 。 
% 这 会 产生 67 次 实数 加 法 ， 如 采 使 用 5 x3 ， 则 会 产生 73 次 实数 加 法 。 
% 在 两 种 情况 下 乘法 运算 次 数 一 样 。 因 此 我 们 使 用 3 x5 的 因数 分 解 。 
% 频率 索引 映射 叫做 中 国 剩 余 定理 (Chinese Remainder Theorem, CRT) |?! 
k=1; 
for nl 20:2 % MATLAB 中 符号 * 3ezx kB PERE 
for n2 20.4 
inp idx map(k) 2 mod(5 * nl +3 * n2,15) ; 
out idx map(k) 2 mod(10 * nl +6 * n2,15) ; 
k-k-l; 


end 








end 
inp idx map=inp idx map +1; 
out idx map -out idx map +1; 
% 形成 输入 输出 的 置换 矩阵 
for k 21:15 
P inp(k,inp idx map(k)) =1; 
P out(k,out idx map(k)) =1; 
end 
% 验证 置换 变换 矩阵 每 于 主要 因子 元 罗 内 元 积 的 变换 和 矩阵。P _inp#inv(P inp), 
P out=inv(P out), 
P out*fft(eye(15) ) *inv(P inp) - kron(fft( eye(3) ) ,fft(eye(5))) ; 
% 对 于 变换 大 小 3 定义 后 置 加 法 矩阵 (post addition matrix) ,这 些 和 矩阵 的 生成 参见 
Winograd 的 短 — N DFT 算法 。 
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% 长 度 为 3 IRRE, 

C3 =diag( |1 cos( -2*pi/3) -1 ixsin( -2 * pi/3) ]) ;96 diag| 1,cos( -27/3) 
-],jsin( —27/3) | 

9o 长 度 为 3 的 前 置 加 法 矩阵 。 


10 0 0 0 0 
11 1 1] -1 O0 
S5=|1 1 -1 0 1 154 
i i =f d* =l =l 
11 1 -1 1 0 


% 长 度 为 5 WREE, 
u= -2*pi5; 
C5 = diag (| 1(cos(u) 4 cos(2 * u) )/2 - 1(cos(u) -cos(2 * u) )Z2… 
i* (sin(u) +sin(2 * u))i* sin(2 *u)i* (sin(u) —sin(2 *u))]); 
9o 长 度 为 5 的 前 置 加 法 和 矩阵。 


1 1 1 1. 1] 
0 1 1 1 1 
Ct -1 -1 1 

T5 = ; 
01 0 0 -Ii 
0 1 -1 1 =i 
00 -1 1 0 


% 验证 本 书 式 (3.67) FIÈ (3.68), 
kron( 83,85) * kron( C3,C5) * kron( T3, T5) - kron( fft( eye(3) ) ,fft( eye(5))) 
% 生成 本 书 式 (3.75) 中 定义 的 矩阵 [Cii]. 
ir C3,temp| = size( C3) ; 
|r C5,temp| = size( C5) ; 
for ] =1:r C5 
for q=1:r C3 
C(j,q) =(C5(j,j) * C3(q,q)); 


end 
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end 
% 验证 本 书 式 (3.73 ) 。 
fft 15 =zeros( 15,15); 
for vec 21:15 Jo X REA AEE In] ee HE Fisk 
clear z15;clear x;clear y; 
x -zeros( 15,1) ; 
x(vec) =1; 
% 应 用 输入 排列 
x=P inp*x; 
% 生成 本 书 式 (3. 70) 中 定义 的 矩阵 [z1s ] 。 
q=1; 
for j 21:3 
for k 21:5 
z15(j,k) =x(q); 
q=qtl; 
end 





end 
zl5 S3 * (S5 * (C. * (T5 * (T3 *z15).'))).'; 
% 生成 输出 回 量 , 输出 是 打 乱 的 。 
y -zeros( 15,1) ; 
q-1; 
for j 21:3 
for k 21.5 
y(q) 2z15(j,k); 
q=qtl; 
end 
end 
% 采用 逆 输 出 置换 来 获得 有 条 理 的 输出 。 
y-inv(P out) * y; 
fft 15(1:end,vec) =y; 
end 


fft 15 -fft(eye( 15)) 








H.2 纯 相 位 相关 的 MATLAB 程序 代码 ( 见 本 书 8.3 T) 


path( path ,' c: \code ') 


附 


f = imread( lena. jpg ') ; 
[M,N] = size(f) ; 

imA = f(111:350,111:350) ; 
% imA =f(1:240 .1;240) ; 
S -50; 


imB = f(111 € $:350 2 8,111 4 5:350 +S); 


% imB - f(1- 8:240 +S,1 £ 8:240 +S); 
Fa = fft2 ( imA) ;Fb = ffi2( imB) ; 


Z-Fa. * conj( Fb)./abs(Fa. * conj( Fb) ) ; 


% Z = Fa. /Fb; 
z = ifft2(Z) ; 


max z= max(max(z) ) 
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% imshow(f,| |) ; 


% 我 们 使 用 大 小 为 512 x512 的 Lena 图 像 。 
figure( 1) ,imshow( imA ) ;% 240 x 240 
figure( 1) ,imshow( imA) ; 





% 控制 移动 量 ， A+” "-7 fug 
方向 ， 如 50, 100, 140, - 100,96 
221 (最 大 值 ) 。 

figure(2) ,imshow(imB ) ; 

figure(2) ,imshow(imB ) ; 


Jo 见 本 书 式 (8.14). 
% 简化 方法 ， 见 本 书 式 (8.17), 


| ml ,m2 | =find(z= =max z);ml =ml -1,m2=m2-1 


zz = fftshift( abs ( z) ) ; 


% 因为 MATLAB 索引 是 从 (1, 1) 
开始 的 ， 而 不 是 (0, 0). 

9o figure( 4) ,imshow( log( zz +0.0001 ) , 
LI 


figure(3) , mesh( zz( 1:2:240,1:2:240) ) ,colormap( | 0. 6,0. 8,0.2]) 


axis( [1120 1 1200 1]) 
view( —37. 5,16) 


xlabel('n 1");ylabel('n 2");zlabel('z ipoci(n 1,n 2)); 
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N44 J.J. Hwang et al., Nonuniform DFT based on nonequispaced sampling. WSEAS Trans. 
Inform. Sci. Appl. 2, 1403-1408 (Sept. 2005) 
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以 及 和 参考 文献 [LA24]。 

DFT/FFT 应 用 : 频谱 估计 (Applications of DFT/FFT; Spectral Estimation) 

AP1 P.T. Gough, A fast spectral estimation algorithm based on FFT. IEEE Trans. SP 42, 
1317-1322 (June 1994) 

DFT/FFT 应 用 : 滤波 (Applications of DFT/FFT: Filtering) 

国 LPFT 、BPF、HPTF 滤波 。 广 义 倒 谱 和 同 态 滤 波 。 见 参考 文献 [Bo] 中 第 5 草 和 第 7 H, 

DFT/FFT 应 用 : 多 信道 载波 调制 (Applications of DFTZFFT: Multichannel Carrier Modulation ) 

国 多 信道 载波 调制 (Multichannel carrier modulation, MCM), ， 例 如 用 于 数字 电视 地 面 广播 的 正 交 

频 分 复 用 (orthogonal frequency division multiplexing, OFDM) 。 

AP2 Y. Wu, B. Caron, Digital television terrestrial broadcasting. IEEE Commun. Mag. 32, 46-52 
(May 1994) 

DFT/FFT MA: 频谱 分 析 、 滤 波 、 卷 积 、 相 关 等 ( Applications of DFT/FFT: Spectral Analysis, 

Filtering, Convolution, Correlation etc. ) 

图 尤其 下 面 的 书籍 涉及 到 了 DFT/FFT 在 频谱 分 析 、 滤 波 、 卷 积 、 相 头等 方面 的 几 种 应 用 。 

AP3 见 参 考 文献 [TIN5] 中 第 9 章 “ 利 用 FFT 的 卷 积 和 相关 运算 (Convolution and correlation using 
FFT) 


AP4 S.D. Stearns, R.A. David, Signal Processing Algorithms in Fortran and C (Prentice-Hall, 
Englewood Cliffs, NJ, 1993) 


DFT/FFT 应 用 : 脉冲 压缩 (Applications of DFT/FFT; Pulse Compression) 
国 脉冲 压缩 (雷达 系统 一 监视， 追踪 ， 目 标 分 类 ) 一 一 具有 长 脉冲 响应 的 匹配 滤波 器 一 利 
用 FFT 的 卷 积 。 


AP5 R. Cox, FFT-based filter design boosts radar system's process, Electronic Design, 31 Mar. 
1988, pp. 81-84 


DFT/FFT 应 用 : 频谱 分 析 (Applications of DFT/FFT; Spectrum Analysis) 
AP6 G. Dovel, FFT analyzers make spectrum analysis a snap, EDN, Jan. 1989, pp. 149-155 
DFT/FFT 应 用 : 重 影 消除 (Applications of DFT/FFT:; Ghost Cancellation) 


AP7 M.D. Kouam, J. Palicot, Frequency domain ghost cancellation using small FFTs, in JEEE 
ICCE, Chicago, IL, June 1993, pp. 138-139 

AP8 J. Edwards, Automatic bubble size detection using the zoom FFT, in /CSPAT, DSP World 
Expo., Dallas, TX, Oct. 1994, pp. 1511-1516 











* Several applications of FFT in digital signal processing are illustrated in software/ hardware, 
books on using the software (Mathcad, MATLAB, etc.) 


AP9 N. Kuroyanagi, L. Guo, N. Suehiro, Proposal of a novel signal separation principle based on 
DFT with extended frame buffer analysis, in /EEE GLOBECOM, Singapore, Nov. 1995, 
pp. 111-116 
AP10 M. Webster, R. Roberts, Adaptive channel truncation for FFT detection in DMT systems 一 
Error component partitioning, in 30th IEEE Asilomar Conference on Signals, Systems and 
Computers, vol. 1, Pacific Grove, CA, Nov. 1996, pp. 669—673 
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DFT/FFT WA. 基于 运动 估计 的 相位 相关 ( Applications of DFT/FFT: Phase Correlation 
Based Motion Estimation ) 


AP11 A. Molino et al., Low complexity video codec for mobile video conferencing, in EUS/PCO, 
Vienna, Austria, Sept. 2004, pp. 665—668 

AP12 A. Molino, F. Vacca, G. Masera, Design and implementation of phase correlation based 
motion estimation, in IEEE Inf | Conference on Systems-on-Chip, Sept. 2005, pp. 291—294 


FFT 相关 软件 /硬件 : 商用 S/W 工具 (FFT Software/Hardware: Commercial S/W Tools) 


Cs] "Image processing toolbox” (2-D transforms) MATLAB, The MathWorks, Inc. 3 Apple Hill 
Drive, Natick, MA 01760, E-mail: info@mathworks.com, Fax: 508-653-6284. Signal 
processing toolbox (FFT, DCT, Hilbert, Filter design), http://www.mathworks.com/, FTP 
server ftp://ftp.mathworks.com 

Cs2 “FFT tools” Software Package. Adds FFT capability to Lotus 1-2-3 & enhances FFT 
capability of Microsoft Excel. 1024-point FFT under a second on a 486DX/33 PC. Up to 
8192-point FFT with choice of windows, Blackman, Hamming, Hanning, Parzen, tapered 
rectangular & triangular taper. DH Systems Inc. 1940 Cotner Ave., Los Angeles, CA 90025. 
Phone: 800-747-4755, Fax: 310-478-4770 

Cs3 Windows DLL version of the prime factor FFT sub-routine library, Alligator Technologies, 
17150 Newhope Street # 114, P.O. Box 9706, Fountain Valley, CA 92728-9706, Phone: 
714-850-9984, Fax: 714-850-9987 

Cs4 SIGLAB Software, FFT, correlation etc., Monarch, DSP software, The Athena Group, Inc. 
3424 NW 31* Street, Gainesville, FL 32605, Phone: 904-371-2567, Fax: 904-373-5182 

Cs5 Signal ++ DSP Library (C++), Several transforms including CZT, wavelet, cosine, sine, 
Hilbert, FFT and various DSP operations. Sigsoft, 15856 Lofty Trail Drive, San Diego, CA 
92127, Phone: 619-673-0745 

Cs6 DSP works-real time windows-based signal processing software. FFT, Convolution, Filtering, 
etc. (includes multirate digital filters, QMF bank). Complete bundled hardware and software 
packages, DSP operations. Momentum Data Systems Inc. 1520 Nutmeg Place #108, Costa 
Mesa, CA 92626, Phone: 714-557-6884, Fax: 714-557-6969, http://www.mds.com 


Cs7 Version 1.1 ProtoSim, PC based software, FFT, Bode plots, convolution, filtering etc. 
Systems Engineering Associates Inc. Box 3417, RR#3, Montpelier, VT 05602, Phone: 
802-223-6194, Fax: 802-223-6195 

Cs8 Sig XTM, A general purpose signal processing package, Technisoft, P.O. Box 2525, 
Livermore, CA 94551, Phone: 510-443-7213, Fax: 510-743-1145 

Cs9 Standard filter design software, DGS Associates, Inc. Phone: 415-325-4373, Fax: 
415-325-7278 

Cs10 DT VEE and VB-EZ for windows. Software for Microsoft windows. Filters, FFTs, etc., 
Data Translation, 100 Locke Drive, Marlboro, MA 01752-1192, Phone: 508-481-3700 or 
800-325-8528 

Csll Mathematica (includes FFT, Bessel functions), Wolfram Research, Inc., Phone: 
800-441-MATH, 217-398-0700, Fax: 217-398-0747, E-mail: info@wri.com 

Cs12 Mathematica 5.2, Wolfram Research, Inc. Website: http://www.wolfram.com, E-mail: 
info@wolfram.com, Phone: 217-398-0700, Book: S. Wolfram, The mathematica book. 
4th ed. New York: Cambridge Univ. Press, Website: http://www.cup.org 

Cs13 Mathcad 5.0, Mathsoft Inc. P.O. Box 1018, Cambridge, MA 02142-1519, Ph: 
800-967-5075, Phone: 217-398-0700, Fax: 217-398-0747 

Csl4 Matrix-based interactive language: Signal Processing FFTs, O-Matrix, objective numerical 
analysis, Harmonic Software Inc. Phone: 206-367-8742, Fax: 206-367-1067 

Cs15 FFT, Hilbert transform, ACOLADE, Enhanced software for communication system, CAE, 
Amber Technologies, Inc. 47 Junction Square Dr., Concord, MA 01742-9879, Phone: 508- 
369-0515, Fax: 508-371-9642 

Cs16 High-order Spectral Analysis (ISA-PC32) Software. Integral Signal Processing, Inc., 
P.O. Box 27661, Austin, TX 78755-2661, Phone: 512-346-1451, Fax: 512-346-8290 

Cs17 Origin 7.5, 8, voice spectrum, statistics, FFT, IFFT, 2D FFT, 2D IFFT, power spectrum, 
phase unwrap, data windowing, Software by OriginLab Corp. One Roundhouse Plaza, 
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Cs18 
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Cs20 


Cs21 
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Ccl 


Coz 
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Cc4 


Cc5 


Cc6 


Cc7 


FFT 


Cpl 


Cp2 


Cp3 
Cp4 


Cp5 


Cp6 


Cp7 


Cp8 


Northampton, MA 01060, Phone: 413-586-2013, Fax: 413-585-0126. http://www.origi- 
nlab.com 

Visilog, Image Processing & Analysis Software: FFTs and various processing operations, 
Noesis, 6800 Cote de Liesse, Suite 200, St. Laurent, Quebec, H4T2A7, Canada, Phone: 
514-345-1400, Fax: 514-345-1575, E-mail: noesis@cam.org 

Stanford Graphics 3.0, Visual Numerics, 9990 Richmand Avenue, Suite 400, Houston, TX 
77042, Phone: 713-954-6424, Fax: 713-781-9260 

V for Windows, Digital Optics Ltd., Box 35-715, Browns Bay, Optics Ltd., Auckland 10, 
New Zealand, Phone: (6549) 478-5779, (6549) 479-4750, E-mail: 100237.423@Compu- 
serve.com 

DADISP Worksheet (software package) (DADiSP 6.0), DSP Development Corp., 3 Bridge 
Street, Newton, MA 02458, Phone: 800-424-3131, Fax: 617-969-0446, student edition on 
the web, Website: http://www.dadisp.com 


相关 软件 /硬件 商用 芯片 (FFT Software/ Hardware: Commercial Chips) 


ADSP-21060 Benchmarks (@ 40 MHz) 1,024-point complex FFT (Radix 4 with digit 
reverse) 0.46 ms (18,221 cycles). Analog Devices, Inc. 1 Technology Way, P.O. 
Box 9106, Norwood, MA 02062, Phone: 617-461-3771, Fax: 617-461-4447 

TMC 2310 FFT processor, complex FFT (forward or inverse) of up to 1,024 points (514 
usec), radix-2 DIT FFT. Raytheon Semiconductor, 300 Ellis St, Mountain View, CA 94043- 
7016, Phone: 800-722-7074, Fax: 415-966-7742 

STV 0300 VLSI chip can be programmed to perform FFT or IFFT (up to 8,192 point complex 
FFT) with input f; from 1 kHz to 30 kHz. (8,192 point FFT in 410 usec), SGS-Thomson 
Microelectronics News & Views, no. 7, Dec. 1997, http://www.st.com 

Viper-5, FFT (IM CFFT in 21 msec), Texas Memory Systems, Inc. 11200 Westheimer, 
#1000, Houston, TX 77042, Ph: 713-266-3200, Fax: 713-266-0332, Website: http://www. 
texmemsys.com 

K. Singh, Implementing in-place FFTs on SISD and SIMD SHARC processors. Technical 
note, EE-267, Analog Devices, Inc. Mar. 2005 (ADSP-21065L, ADSP-21161) 

“Pipelined FFT,” RF Engines Limited (RFEL), Oct. 2002 (Process data at a sample rate in 
100 MSPS, the complex 4,096-point radix-2 DIF FFT core in a single 1M gate FPGA) 
G.R. Sohie, W. Chen, Implementation of fast Fourier transforms on Motorola’s digital signal 
processors (on DSP56001/2, DSP56156, DSP96002) 


相关 软件 /硬件 : 商用 DSP (FFT Software/Hardware: Commercial DSP) 


ZR34161 16 bit VSP. High performance programmable 16-bit DSP. 1-D and 2-D FFTs, 
several DSP operations, 1,024 point radix-2 complex FFT in 2,178 usec. ZP34325 32 bit 
VSP. 1-D and 2-D FFTs, several DSP operations ZR38000 and ZR38001 can execute 1,024 
point radix-2 complex FFT in 0.88 msec. Zoran Corporation, 1705 Wyatt Drive, Santa 
Clara, CA 95054. Phone: 408-986-1314, Fax: 408-986-1240. VSP: Vector signal processor 
FT 200 series Multiprocessors 1K complex FFT < 550 usec, 1K x 1K Real to complex FFT 
782 msec. Alacron, 71 Spitbrook Road, Suite 204, Nashua, NH 03060, Phone: 603-891- 
2750, Fax: 603-891-2745 

IMSA 100: Programmable DSP. Implement FFT, convolution, correlation etc. SGS-Thom- 
son Microelectronics, 1000 East Bell Road, Phoenix, AZ 85022-2699. http://www.st.com 

A41102 FFT processor, Lake DSP Pty. Ltd. Suite 4/166 Maroubra Road, Maroubra 2035, 
Australia, Phone: 61-2-314-2104, Fax: 61-2-314-2187 

DSP/Veclib. Vast library of DSP functions for Ts TMS 320C40 architecture, Spectro- 
analysis, 24 Murray Road, West Newton, MA 02165, Phone: 617-894-8296, Fax: 617-894- 
8297 

Toshiba IP 9506 Image Processor. High speed image processing on a single chip. Quickest 
FFT process. Toshiba, I.E. OEM Division, 9740 Irvine Blvd., CA 92718, Phone: 714-583- 
3180 

Sharp Electronics, 5700 NW Pacific Rim Blvd., Camas, WA 98607, Phone: 206-834-8908, 
Fax: 206-834-8903, (Real time DSP chip set: LH 9124 DSP and LH 9320 Address Generator) 
1,024 point complex FFT in 80 usec. Real and complex radix-2, radix-4 and radix-16 FFTs 
TMS 320€ 6201 General-purpose programmable fixed-point-DSP chip (5 ns cycle time). 


Can compute 1,024-point complex FFT in 70 usec. TI Inc., P.O. Box 172228, Denver, CO 
80217. TMS 320. http://dspvillage.ti.com 


Cp9 TMS 320C80 Multimedia Video Processor (MVP), 64-point and 256-point complex radix- 


2 FFT, TI, Market Communications Manager, MS736, P.O. Box 1443, Houston, TX 77251- 
1443, Phone: 1-800-477-8924 


Cpl0 Pacific Cyber/Metrix, Inc., 6693 Sierra Lane, Dublin, CA 94568, Ph: 510-829-8700, Fax: 


510-829-9796 (VSP-9] vector processor, 1K complex FFT in 8 usec, 64K complex FFT in 
8.2 msec) 


FFT 相关 软件 /硬件 : T8 FH H/W (FFT Software/Hardware: Commercial H/W ) 


HI 


H2 


H9 


FFT 相关 软件 /硬件 : 基于 DSP 的 实现 (FFT Software/Hardware; Implementation on DSP) 


CRP1IM40 PC/ISA-bus floating point DSP board can process DFTs, FFTs, DCTs, FCTs, 
adaptive filtering, etc., 1K complex FFT in 82 psec at 40 MHz. Can upgrade up to | Megapoint 
FFT. Catalina Research, Inc. 985 Space Center Dr., Suite 105, Colorado Springs, CO 80915, 
Phone: 719-637-0880, FAX: 719-637-3839 

Ultra DSP-1 board, 1K complex FFT in 90 usec, Valley Technologies, Inc. RD #4, Route 309, 
Tamaqua, PA 18252, Phone: 717-668-3737, FAX: 717-668-6360 

1,024 point complex FFT in 82 usec. DSP MAX-P40 board, Butterfly DSP, Inc. 1614 S.E. 
120th Ave., Vancouver, WA 98684, Phone: 206-892-5597, Fax: 206-254-2524 

DSP board: DSP Lab one. Various DSP software. Real-time signal capture, analysis, 
and generation plus high-level graphics. Standing Applications Lab, 1201 Kirkland Ave., 
Kirkland, WA 98033, Phone: 206-453-7855, Fax: 206-453-7870 

Digital Alpha AXP parallel systems and TMS320C40. Parallel DSP & Image Processing 
Systems. Traquair Data Systems, Inc. Tower Bldg., 112 Prospect St., Ithaca, NY 14850, 
Phone: 607-272-4417, Fax: 607-272-6211 

DSP Designer™, Design environment for DSP, Zola Technologies, Inc. 6195 Heards Creek 
Dr., N.W., Suite 201, Atlanta, GA 30328, Phone: 404-843-2973, Fax: 404-843-0116 
FFT-523. A dedicated FFT accelerator for HP’s 68000-based series 200 workstations. Ariel 
Corp., 433 River Road, Highland Park, NJ 8904. Phone and Fax: 908-249-2900, E-mail: 
ariel@ariel.com 

MultiDSP, 4865 Linaro Dr., Cypress, CA 90630, Phone: 714-527-8086, Fax: 714-527-8287, 
E-mail: multidsp@aol.com. Filters, windows, etc., also DCT/IDCT, FFT/IFFT, Average FFT 
FFT/IFFT Floating Point Core for FPGA, SMT395Q, a TI DSP module including a Xilinx 
FPGA as a coprocessor for digital filtering, FFTs, etc., Sundance, Oct. 2006 (Radix-32), 
http://www.sundance.com 


DSI H.R. Wu, FJ. Paoloni, Implementation of 2-D vector radix FFT algorithm using the 


frequency domain processor A 41102, Proceedings of the IASTED, Inti Symposium on 
Signal Processing and Digital Filtering, June 1990 


DS2 D. Rodriguez, A new FFT algorithm and its implementation on the DSP96002, in JEEE 


ICASSP-91, vol. 3, Toronto, Canada, May 1991, pp. 2189-2192 


DS3 W. Chen, S. King, Implementation of real-valued input FFT on Motorola DSPs, in /CSPAT, 


vol. 1, Dallas, TX, Oct. 1994, pp. 806—811 


DS4 Y. Solowiejezyk, 2-D FFTs on a distributed memory multiprocessing DSP based architec- 


tures, in /CSPAT, Santa Clara, CA, 28 Sept. to 1 Oct. 1993 


DSS T.J. Tobias, In-line split radix FFT for the 80386 family of microprocessors, in /CSPAT, 


Santa Clara, CA, 28 Sept. to 1 Oct. 1993 (128 point FFT in 700 msec on a 386, 40 MHz PC) 


DS6 C. Lu et al., Efficient multidimensional FFT module implementation on the Intel I860 


processor, in /CSPAT, Santa Clara, CA, 28 Sept. to 1 Oct. 1993, pp. 473-477 


DS7 W. Chen, S. King, Implementation of real input valued FFT on Motorola DSPs, in /CSPAT, 


Santa Clara, CA, 28 Sept. to 1 Oct. 1993 


DS8 A. Hiregange, R. Subramaniyan, N. Srinivasa, 1-D FFT and 2-D DCT routines for the 


Motorola DSP 56100 family, 7CSPAT, vol. 1, Dallas, TX, Oct. 1994, pp. 797—801 


DS9 R.M. Piedra, Efficient FFT implementation on reduced-memory DSPs, in /CSPAT, Boston, 


MA, Oct. 1995 


DS10 H. Kwan et al., Three-dimensional FFTs on a digital-signal parallel processor with no 
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